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▼✐s ❡♥ ♣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ t❤❧♦r✐❛✳
✐❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
P♦✉r ❞é❜✉t❡r ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞✐r❡ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ❝❡✉① ✿ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❛♠✐s ❡t ❝♦❧❧è❣✉❡s
q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥t♦✉rés ❞✉r❛♥t ❧❡s ✶✵ ❞❡r♥✐❡rs ♠♦✐s ❡t q✉✐ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛r♦❧❡✱ ✉♥ ♠♦t ❣r✐✛♦♥é s✉r ✉♥❡
❝❛rt❡✱ ✉♥ ♠❛✐❧ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉r✐r❡ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ t❡♥✐r ❧❡ ❝♦✉♣ ❡t ❞✬❛rr✐✈❡r ❥✉sq✉❡
❧à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
▼❡r❝✐ ❡♥s✉✐t❡ à ❖❧✐✈✐❡r P✐r♦♥♥❡❛✉ q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡ ♠❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
t❤ès❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤♦s❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❛♣♣r❡♥❞r❡ à s❡s ❝ôtés✳
❏✬❡①♣r✐♠❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à P❛s❝❛❧ ❋r❡② ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❝♦✲❞✐r✐❣❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙❛
♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐✈❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s
♣♦✉r ❝❡✉① q✉✐ ❣r❛✈✐t❡♥t ❛✉t♦✉r✳ ▼❡r❝✐ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❛♣♣♦rté ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ♠♦✐s ♠✬❛✐❞❛♥t ❛✐♥s✐ à ♥❡ ❥❛♠❛✐s ❧â❝❤❡r ♣r✐s❡✳✳✳
▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉ss✐ à ❨✈♦♥ ▼❛❞❛② ❡t P❛✉❧✲▲♦✉✐s ●❡♦r❣❡ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❝❤❛❝✉♥
❞❛♥s ❧❡✉r ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ♣r♦❥❡t✱ ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t ♦✛❡rt ❛✐♥s✐ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦♣✐❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡t
à ❧✬é❝❤❛♥❣❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs t♦✉s ♣❧✉s q✉❛❧✐✜és ❧❡s ✉♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆❧❛✐♥ ❉❡r✈✐❡✉① ❡t ❚❤✐❡rr② ❈♦✉♣❡③ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ t❡♠♣s à r❡❧✐r❡
❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡✉rs r❛♣♣♦rts✳ ❏✬❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❘é♠✐ ❙❡♥t✐s q✉✐ ❛
❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳
■❧ ♣❡✉t ♥❛îtr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❞❡s ❧é❣❡♥❞❡s q✉✐ ♣❡r❞✉r❡♥t ✦ ❈✬❡st ❝♦♠♠❡ ç❛ q✉✬✉♥ ✈❡♥❞r❡❞✐ ❧❛
❧é❣❡♥❞❡ ❞❡ 007 ❛ été r❡✈✐s✐té❡ ✦ ❏❡ ♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝❡ q✉✬❛✉r❛✐t été ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❛♥s
✧❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❏❛♠❡s✧✳✳✳ ■❧ ❛✉r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♠❛♥q✉é ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ t♦✉❝❤❡ ❞❡ ❥♦✐❡ ❡t ❞❡ ❜♦♥♥❡
❤✉♠❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ s❛✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣❛✉s❡s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❥♦②❡✉① ❧✉r♦♥s
q✉✐ ✈✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥✳ ❘✐❡♥ ♥❡ ✈❛✉t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❈♦❧♦♥s
♣♦✉r r❡♠❡ttr❡ s❡s ✐❞é❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✦
▼❡r❝✐ à t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❛♠♠❛ q✉✐ ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛♣♣♦rté ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ♠❡s q✉❡s✲
t✐♦♥s ❡t à t♦✉s ❧❡s ✧❥❡✉♥❡s✧ ❞✉ ❜ât✐♠❡♥t ✶✻ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❧❡✉rs ❤✐st♦✐r❡s ❡t ❧❡✉rs q✉❡st✐♦♥s✳
▲❛ ✈✐❡ ❞❡ t❤ès❡ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s à ✉♥ ❜✉r❡❛✉ ✦ ❡t ❝✬❡st ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉❡ ♥❛✐ss❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✐❞é❡s ✦ ▼❡r❝✐ à t♦✉s ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ ❞✐s❝✉t❡r ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡✈❛♥t ❞✬✉♥ ❝❛❢é q✉✬❛✉ ❞ét♦✉r ❞✬✉♥ ❝♦✉❧♦✐r✳
▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s r❡❧❡❝t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s✱ ❡t ❥❡ ♠✬❡♥ ✈♦✉❞r❛✐s ❞✬♦✉❜❧✐❡r
❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❏❋✱ P❛s❝❛❧2✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ❋ré❞ér✐❝ ❡t ❏✉❧✐❡ q✉✐ ♦♥t s✉ ♠✬❛✐❣✉✐❧❧❡r ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❱✐♥❝❡♥t ♣♦✉r ❝❡s ❜♦♥s ❝♦♥s❡✐❧s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❀ ❋✐❧✐♣❛ ♣♦✉r s♦♥ ❛♥❣❧❛✐s ✭❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡ ♠✐❡♥ ✦✮✳ ❯♥❡ ❞❡ ♠❡s
♣❡♥sé❡s ✈❛ ❛✉ss✐ à ❍②❛♠ ❞♦♥t ❧❡ s♦✉r✐r❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧♠❡ s♦♥t très ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡s✳ ❯♥ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡
❞❡ ❜♦♥ ♠❛t✐♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛❣ré❛❜❧❡ ✿ ♠❡r❝✐ à ❏❋ ❡t ◆✐❝♦❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❤❡✉r❡✉s❡ ❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ t♦♠❜❡r
❞✉ ❧✐t ✦ ❊t ♣✉✐s ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤✉t❡ à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡ ❞✉ ❧❛❜♦ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❀✲✮ ✿
♠❡r❝✐ à ▲❛✉r❡♥t ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ ✦
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs ❞❡ ❋r❡❡❢❡♠✰✰ ❡t ❋r❡❡❋❡♠✸❞✱ ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❜✐❡♥ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r
t❡st❡r s❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐❞é❡s ✦ ❊t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❋ré❞ér✐❝ ❡t ❙té♣❤❛♥❡ q✉✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♥s❡✐❧s
❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❍②❞r❡✱ s❛♥s q✉✐ ♠❡s rés✉❧t❛ts ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s été ❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t✳✳✳
❡t ♣✉✐s ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ✭♦✉ ❛✣♥✐té ❄✮ ♣♦✉r s❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✬❛ ❛♣♣r✐s à ♦♣t✐♠✐s❡r ♠❛ ✈✐❡
♥✉♠ér✐q✉❡✳✳✳
◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦✉r ♠❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❞❡ ❜❡❧♦t❡✱ ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❝♦✉rs ❛♠❡♥❛♥t
t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ✐❞é❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳
✐✐
▲❛ ✈✐❡ ❛✉ s✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❢r❛tr✐❡ ♥✬❡st ❝❡rt❡s ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r✱ ♠❛✐s r✐❡♥ ♥❡ ✈❛✉t
❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧✬é♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛✐♥és ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t ✦ ❆ t♦✉s ❧❡s tr♦✐s ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡
♣rés❡♥❝❡✱ ✈♦s s♣é❝✐✜❝✐tés q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢♦r❣❡r ❛✐♥s✐ ♠♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝❛r❛❝tèr❡✳ ❊t ♠❡r❝✐ à ♥♦s
♣❛r❡♥ts ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs été ❧à t♦✉t ❡♥ s❛❝❤❛♥t ♥♦✉s ❧❛✐ss❡r ❧✐❜r❡ ❞❡ ✈♦❧❡r ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣r❡s ❛✐❧❡s ✦
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ré❡❧❧❡s ❞♦♥❝ tr✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❞❡
t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥séq✉❡♥ts✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡
ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❝♦✉rt✱ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ▲❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥térêt ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❈❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❧♦✐s ❞❡ ♣❛r♦✐s✮✱ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡
♠♦②❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥téréssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛ér♦t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts ✿ ❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s✱ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s
st❛t✐♦♥s ❞❡ ♠étr♦✳✳✳
❖♥ ❡♥t❡♥❞ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❝❤❡❢s ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ✉s✐♥❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ❡♠♣❧♦②és s❡ ♣❧❛✐♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s✉r ❧❡✉r ❧✐❡✉ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ✿ ❧✬✐♥térêt s✉s❝✐té ♣❛r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st très
✈❛st❡✱ s❛ ✜♥❛❧✐té ét❛♥t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❤❡s ❞✬❛ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
❧✐❡✉ ❝❧♦s ✭✈♦✐t✉r❡✱ ✐♠♠❡✉❜❧❡s✱ ♠❛❣❛s✐♥s✳✳✳ ✮ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❝❤❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✱ ✐❧ ❢❛✉t ré✉ss✐r à ❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
r❡♥tr❛♥t ❡♥ ❥❡✉✳ ▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s r❛♣✐❞❡s ❡t ♣ré❝✐s ❞❡s
✢✉① ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥ ✭❢❛✐t❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❞❡s ❜✉r❡❛✉① ❞✬ét✉❞❡s✮
✈✐s❡♥t à ❡st✐♠❡r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❡t ❧❡s ❣❛✐♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣✐è❝❡s✱ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ♠✉rs✱ ❡t❝
❬❆❧♦+✵✸❪✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐③♦♥❡ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❞é♣❡♥s❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ♦✉ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣✐è❝❡ ❞✉ ❜ât✐♠❡♥t s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❧❝✉❧és ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳✳ ✮ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés
❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s♦♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és ❝❡rt❡s ♠❛✐s ♥❡ ❢♦✉r♥✐t
q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✭♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❞✬❛✐r✮✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞✬é❧é♠❡♥ts ✭tr✐❛♥❣❧❡s✱ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s✱ tétr❛è❞r❡s✱ ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❡t❝✮ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t
✶
✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝ré❡r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r✳
❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s t❡❧s q✉❡ ❋r❡❡❋❡♠✰✰✶ ✿ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱
❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✱ ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ♦♥t r❡❝♦✉rt à ❞❡s ♠♦❞❡❧❡✉rs ❈❆❖ ✭❆❘❈❍■❈❆❉✱ ❈❆❚■❆✳✳✳✮
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés ♣❛r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ s♦♥t ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s ✿ ✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s
tr♦✉s✱ ❞❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts✳✳✳ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠❛♥✉❡❧ ❛ss❡③ ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s
r❡♥❞r❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤é à r❡st❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❈❆❖ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✿ ❝❡t ❛✐r ♣rés❡♥t❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −20 ❡t 100 ❞❡❣rés✱
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té
s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❝♦rr✐❣é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ♣✉✐s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❬▲❛♥+✻✹❪✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦✉♣❧é❡s (u, p, θ) ♦ù u ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ p
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t θ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❬❈❤♦✻✼❪✱
❬❘❛♥✾✷❪✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♥é❛r✐s❡r ❡t à ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❢❛✐❜❧❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✿ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ♣✉✐s ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ k − ǫ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣❛r♦✐s ❬▼♦❤+✾✹❜❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬é✈♦q✉❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥❞✐s✲
♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❞❡ t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡t ♥♦s ♠❛✐❧❧❡✉rs ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❡r✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❡st ✜❛❜❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❬●❧♦✽✹✱ ●✐r+✽✻✱ P✐r✽✾❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡
t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡✉① ♣✐st❡s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛
♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✮ ❡t
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és ❬❈✐❛✾✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ♣❧✉s
✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t✳
❘❛✣♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❝❝r♦îtr❡
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠❛✐s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦♥
❧✐♠✐té❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❡t q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❞❡✉① ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦✉♣❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❤✉✐t ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧ ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐s❡ ❧♦rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✶❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❢r❡❡❢❡♠✳♦r❣✴✛✰✰✴✐♥❞❡①✳❤t♠
✸s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❬❱❡r✾✻❪✱ ♠❛✐s ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❖r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r
❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❬▲❡s✵✶❛✱ ❉❡r+✵✸✱ ❙❝❤+✵✹❪ q✉✐ t❡♥❞❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬❱❛❧✾✷✱ ❇♦✉+✵✶❪✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✿ ❧❡s r✲♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ❤✲
♠ét❤♦❞❡s ❡t ❧❡s ♣✲♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s ♣✲♠ét❤♦❞❡s ❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré p ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ h ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s r✲♠ét❤♦❞❡s✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡
❞é♣❧❛❝❡r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ♦✉ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s♦♠♠❡ts
❡♥ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é✳
◗✉❛♥t ❛✉① ❤✲♠ét❤♦❞❡s q✉❛♥t à ❡❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ♦♥
❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥t✴❞ér❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛✉①
é❧é♠❡♥ts✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✴❞ér❛✣♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t à s✉❜❞✐✈✐s❡r ♦✉ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❛r❞❡
❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❑❛❧+✾✸✱ ▲ö❤+✾✷✱ ❘❛✉+✾✷✱ ❇✐s+✾✹✱ ▼❛✈✾✼✱ ❉✐♥+✵✵❪ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ré♣✉té❡s s✐♠♣❧❡s à
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t s❡r✈❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠❛✐❧❧❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✓♦♣✲
t✐♠❛❧✔ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ❖♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡s ✿ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣❧♦✲
❜❛❧✳ ▲❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❛❣✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉s
❧❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ✿ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜❛s❝✉❧❡
❞❡ ❢❛❝❡s ♦✉ ❞✬❛rêt❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ❬❈♦✉✵✵✱ ❚❛♠+✵✵✱ P❛✐+✵✶✱
❘❡♠+✵✷❪✳ ▲❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ✭❡t
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡tt❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés ✭♠é✲
t❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✓♦❝tr❡❡✔✮✳ ◗✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❡♥t
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ P❡r❛✐r❡ ❡t ❛❧✳ ❬P❡r+✾✷❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ▲ö❤♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬▲ö❤✾✵❪ ❀ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛
✉♥ ✧♦❝tr❡❡✧ ♠♦❞✐✜é✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛❡❤♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❡+✾✷❪ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●❡♦r❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬●❡♦✾✾❪✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ♦♥t été tr❛✐tés ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
t❤ès❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧❛✉③❡t ❬❆❧❛✵✸❛❪✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♥✬♦♥t été ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
✐s♦tr♦♣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❧❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬❛ér♦t❤❡r♠✐q✉❡
✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❞❛♥s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛ ❞é✈♦✐❧é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss✐té ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ♣♦✉r ❧❛ t❤ès❡ ✭s♦✐t
❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ❛♥ ❡t ❞❡♠✐✮✳ ▲✬❛♥♥é❡ r❡st❛♥t❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ❧❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐sté à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ✿ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r ✭✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✮✱ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r
❡✛❡❝t✉❡r s❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❛♥s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉tr❡♠❡♥t q✉✬❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❛✉①
❧✐♠✐t❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s s❡r♦♥t ♣♦✉r ❧✉✐ ❞❡s ✓❜♦ît❡s ♥♦✐r❡s✔✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t été
❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r
❛♥✐s♦tr♦♣❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛ér♦t❤❡r♠✐q✉❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ❝♦❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣é✳
▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛ér♦t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r
❧❡s ✢✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡t ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣é❡
♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧❡s
✢✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡t ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐ss❛✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✿ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞♦♥❝
❜❛sé s✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❡t ✈❛❧✐❞é ❬▼❡❞+✾✾❪✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st
✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P 1 ❡♥ ❡s♣❛❝❡s
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥✳
❈❡ ❝♦❞❡ ❛ été ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ été ❛❞❛♣té à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❡ r❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡
❙t❡❢❛♥ ✭❧♦✐ ❡♥ θ4✮ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡s
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s réé❝r✐r❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ✭✐✳❡✳ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ r❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ à ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ t♦✉r♥❡r s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ ❛✐♥s✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡s
♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❞✬ét✉❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♥✉✐t✳
✺P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❀ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❋r❡❡✲
❋❡♠✸❞✷ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❡♥tr❡♣r✐ ❞✬❡①❡r❝❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡s ré❣✐♦♥s✳ ❆ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❡❧ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿ ✐❧ ❡st très ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s❡r✈♦♥s
❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st r❡♠❛✐❧❧é❡ ♣❛r ②❛♠s
❬❋r❡✵✶❪ ❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣❤s✸❞
❬●❡♦✾✾❪✳
❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ✿ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧é✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✭❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❡st ♣r♦❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❛✉ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t
à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡
❛❥✉st❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t
à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉✐ s♦✉s✲t❡♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
i) ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t
q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱
ii) ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱
iii) ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐t ♣r❡s❝r✐t ❞♦♥❝ à
❧❛ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱
iv) ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ét✉❞✐é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳✳✳✮✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❤✲
♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧✬✉♥❡ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✐✜❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✱ q✉✐ ❞❡
♣❛r ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐r à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥térêts à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✿
i) à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧
ii) ♣❧✉s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥❛❧✱ ♠♦✐♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à
❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❣r❛♥❞ ✭♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦❞é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s
✷❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❢r❡❡❢❡♠✳♦r❣✴✛✸❞✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧
✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❞❡ s❡ ❜❛s❡r s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ❡t ❞❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ré♣♦♥❞❡
❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐ts ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❛✐♥s✐
❛♥❛❧②sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❝♦✉♣é❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s ♦✉ s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❜♦✉❣és
❞❡ ♣♦✐♥ts✱ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡s✳✳✳
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✬ét❛♥t à ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛❞❛♣t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✉✐ s❡✉❧ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✿ ♣♦✉r ❡♥ ♠♦❞✐✜❡r s❛ s✉r❢❛❝❡ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é à ré✢é❝❤✐r à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬✐♥s❝r✐t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
❞ét❛✐❧❧é❡✳ ▲❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣té✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s ❡♥
÷✉✈r❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣♦sé❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧é ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ♠♦t✐✈é ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés
✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡✉r ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❛♣rès
❛✈♦✐r ❡①♣♦sé ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉
♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❛✉① ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts✳ ❚♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ✭ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❜♦✉❣é ❞❡
♣♦✐♥ts✱ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥ts ❞✬❛rêt❡✮ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t✳ ❯♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐t❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐r♦♥s ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ P♦✈✲❘❛② ❬❲❛r❪✳◆♦tr❡ ✐♥térêt
s❡ ♣♦rt❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t s✉r ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♥♦♥ C1✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ét❛②❡r❛ ♥♦s ♣r♦♣♦s✳
▲✬❡♥❥❡✉ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ré❡❧s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❆❚P ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥
❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞és❡♥❢✉♠❛❣❡ ❞✉ ♠étr♦ ♣❛r✐s✐❡♥✱ ❧❛ ❘❆❚P ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥s ❀ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
✼▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ tr❛✐t❡ ❞✉ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ◗✉❛♥t ❛✉
❞❡r♥✐❡r✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ❞❡ tr♦✐s ét❛❣❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
♠❡✉❜❧és✳
✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❈✐❛✾✶❪✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞♦✐t✲✐❧ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✱ ❧✐és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
ét✉❞✐és ♦ù ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦✐t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s
♣rér❡q✉✐s✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ t❡❝❤♥✐q✉❡ é♣r♦✉✈é❡ ❡t q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣r❡s❝r✐r❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✭❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛✉①
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ u ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh ❛✉ s❡♥s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡t é❝❛rt ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ♥♦té❡ eh✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uh ❝❛❧❝✉❧é❡
❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ u ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ uh ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ u✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ à q✉❛♥t✐✜❡r✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡t é❝❛rt ❡st ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ♣ré❝♦♥✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ eh ❬❱❛❧✾✷✱ ❇♦✉
+✵✶❪✳ ❖♥ ♥♦t❡ Πhu ❧✬✐♥t❡r♣♦❧é ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ u s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ u ❡t s♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧é ❧✐♥é❛✐r❡ Πhu ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
❛♣♣❡❧é ❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❈é❛ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❬❈✐❛✾✶❪ ✿
‖u− uh‖H1 ≤ C‖u−Πhu‖H1
♦ù C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐t❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ♠❛✐s ❡♥ ♥♦r♠❡
L∞ ❛ été ❞é♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❬❑♦♦+✵✺❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❝❡❧✉✐
❡①❤✐❜é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❈é❛✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥
❜♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❬❋♦r✵✵❪✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r
❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ rés✉♠❡r ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿
i) ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r q✉✐ ♣r❡s❝r✐t
❧❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
✾
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
ii) ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳
■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✿ ❧❡s r✲♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ♣✲♠ét❤♦❞❡s
❡t ❧❡s ❤✲♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s r✲♠ét❤♦❞❡s ❣❛r❞❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ s❡✉❧❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡s ♣✲♠ét❤♦❞❡s ❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré p
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ h ❡st ❞♦♥❝ ♣rés❡r✈é❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❤✲♠ét❤♦❞❡s ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥
❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥t✴❞ér❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛✉①
é❧é♠❡♥ts✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✴❞ér❛✣♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ♦✉ ❢✉✲
s✐♦♥♥❛♥t s❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬▲ö❤+✾✷✱ ❘❛✉+✾✷✱ ❑❛❧+✾✸✱ ❇✐s+✾✹✱ ▼❛✈✾✼✱ ❉✐♥+✵✵❪✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐s❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✓♦♣t✐♠❛❧✔ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧♦❝❛❧❡s
♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♠♦❞✐✜é ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❜❛s❝✉❧❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ♦✉ ❞✬❛rêt❡s ❡t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥s✮ ❡t ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ✭s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s✉✐✈❛♥t ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿
❬❈♦✉✵✵✱ ❚❛♠+✵✵✱ P❛✐+✵✶✱ ❘❡♠+✵✷❪✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s
✭❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✳
❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés ✭♠é✲
t❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✓♦❝tr❡❡✔✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❡r❛✐r❡ ❡t
❛❧✳ ❬P❡r+✾✷❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ▲ö❤♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬▲ö❤✾✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❡✉① ❞❡ ❇❛❡❤♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❡+✾✷❪ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ ✧♦❝tr❡❡✧ ♠♦❞✐✜é ❡t ❝❡✉① ❞❡
●❡♦r❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬●❡♦✾✾❪ s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s s✉♣♣♦sé❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ③ér♦ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿ ✐❧ ♣r❡s❝r✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥✜♥ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ét✉❞✐é ✿ ✐❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ à t♦✉t t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✳ ◆♦✉s ❞♦♥✲
♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ✭♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡✮
❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳
✶✳✶✳ ◆♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ✶✶
✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té
✶✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s R3✳
◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t P ∈ R3✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ M(P ) ✭3× 3✮ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✮ ✿
M(P ) =

 a b cb d e
c e f

 ,
❛✈❡❝ a > 0✱ d > 0✱ f > 0 ❡t det(M(P )) > 0✳
◆❇ ✿ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣♦✐♥t P ✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ P ✿ a = a(P )✱ b = b(P )✱ ❡t❝✳
Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❙♦✐❡♥t ~u ❡t ~v ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R3✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ M ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
< ~u,~v >M = ~uM~v =< ~u,M~v >
◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ~u ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ M ✿
‖ ~u ‖M =
√
< ~u, ~u >M =
√
t~uM ~u
❈❡tt❡ ♥♦r♠❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~u✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡
❞♦♥❝ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳
❙♦✐t A ❡t B ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ R3✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ A ❡t B ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M ♣❛r ✿
dM(A,B) = lM(
−−→
AB) = ‖−−→AB‖M =
√
t
−−→
ABM−−→AB
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ R3✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛✲
❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t M = Id✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❯♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t
♣❛r s❛ ❜♦✉❧❡✳ ❙♦✐t P ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t s♦✐tM ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣♦✐♥t P ✳
❆❧♦rs ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M ❞❡ ❝❡♥tr❡ P ❡st ❧❡ ❧✐❡✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
‖−−→PM‖M =
√
t
−−→
PMM−−→PM = r ✭✶✳✶✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts M éq✉✐❞✐st❛♥ts ❞❡ P ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M✳
❈❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✿ M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐✲
t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ M =t RΛR ♦ù R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s (vk)k=1..3 ❞❡ M ❡t Λ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
(λk)k=1..3 ❞❡ M✳ ❙♦✐t M ′ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣♦✐♥t M t❡❧ q✉❡ ✿ −−→PM = R−1
−−−→
PM ′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
réé❝r✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
r = ‖−−→PM‖M =
√
t
−−−→
PM ′tR−1 tRΛRR−1−−−→PM ′
❝❡ q✉✐ s❡ ré❞✉✐t ❛✐♥s✐ ✿
r =
√
t
−−−→
PM ′ Λ
−−−→
PM ′
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t M ′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ P ✱ ❛❧✐❣♥é s✉r ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs (ek)k=1..3 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R
3 ❡t ❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛①❡ s♦♥t (
1
r
√
λk
)k=1..3✳
❖r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs (ek)k=1..3 ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R−1 s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs (vk)k=1..3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts M ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❞é❝r✐t ✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ ❞♦♥t ❧❡s
❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M ❡t ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛①❡ ♣❛r 1
r
❢♦✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
1√
λ1
1√
λ2
~v1
~v2
~v3
1√
λ3
❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✳
✶✳✶✳✷ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r
❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s
❡t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ✭❡①♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✶✮✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ s♦✉s✲t❡♥❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs
✉♥✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té ♣✉✐s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱
❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✳
✶✳✷✳ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ✶✸
▲♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❧♦♥✲
❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡
♠❛tr✐❝❡ M ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈 , 〉M✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♠étr✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧❡s ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉t❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r −→v ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ||−→v ||M = 1✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥sér❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❡♥
❝ré❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶ ✿ s✐ P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
M✱ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥sér❡r ❧❡ ♣♦✐♥t X t❡❧ q✉❡ ❧✬❛rêt❡ PX ❛✐t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ ✭♦✉ ♣r♦❝❤❡✮ ❞❡ ✶ ❞❛♥s
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ M(P )✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
lM(P )(PX) = 〈
−−→
PX,
−−→
PX〉
1
2
M(P ) =
√
t
−−→
PXM(P )−−→PX = 1.
●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t K ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✭❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✮ ❞❡ ❝❡♥tr❡ P ❛ss♦❝✐é ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ M(P ) ❡t ❞❡
t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✐ss✉❡s ❞❡ P s♦✐❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M(P )✳
▲♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡st ♣r❡s❝r✐t❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ AB✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ A ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ B ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡s ❞✉ s❡❣♠❡♥t AB✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
lM(
−−→
AB) =
1∫
0
√
t
−−→
ABM(A+ t−−→AB)−−→AB dt. ✭✶✳✷✮
▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡
❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té✳
◆❇ ✿ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱
♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ AB ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❋r❡+✾✾❪ ✿
1√
2
< lAB <
√
2.
✶✳✷ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✈✐s❡ à ❝♦♥trô✲
❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡
❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❈é❛✱ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬❈✐❛✾✶❪✳ ❉❡s ét✉❞❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❝✐ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❛❥♦r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❋♦r✵✵❪ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
♠❛❥♦r❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✿ P♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s K✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❬❆❧❛+✵✸❜❪ ✿
‖u−Πhu ‖∞,K ≤ cd max
x∈K
max
−→v ⊂K
〈−→v , |Hu(x)| −→v 〉
❛✈❡❝ u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R3 ❞❛♥s R✱ Πhu ❧✬✐♥t❡r♣♦❧é ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ u s✉r K✱ Hu(x) ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u ❡t
cd ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ u ❡t Πhu ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦t❡ 〈., .〉 ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ❞❡ R3✱ ∇ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ Hu ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u ❡t A ✉♥ s♦♠♠❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉
tétr❛è❞r❡ K✳ ❖♥ ♣♦s❡ e = u−Πhu✳
❊❝r✐✈♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✈❡❝ r❡st❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞❡ e ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❑ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
✉♥ ♣♦✐♥t P q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ K ❞✐st✐♥❝t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✿
e(A) = e(P ) + 〈−→PA,∇e(P )〉+
1∫
0
(1− t)〈−→AP,Hu(P + t−→PA)−→AP 〉dt.
❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡✉t ♠❛❥♦r❡r e✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣♦✐♥t P ♦ù ❧✬❡①tr❡♠✉♠ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛tt❡✐♥t✳
❚r♦✐s ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✿
✶✳ s♦✐t P ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s K✱
✷✳ s♦✐t P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ K✱
✸✳ s♦✐t P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ K✳
✶❡r ❝❛s ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s K✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t P ❡st ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u−Πhu ♦♥ ❛ ∇e(P ) = 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿
∀−→v ⊂ K, 〈−→v ,∇e(P )〉 = 0
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ e(A) = (u − Πhu)(A) = 0✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t s❡
réé❝r✐r❡ ✿
e(P ) = −
1∫
0
(1− t)〈−→AP,Hu(P + t−→PA)−→AP 〉dt,
❞✬♦ù ✿
|e(P )| = |
1∫
0
(1− t)〈−→AP,Hu(P + t−→PA)−→AP 〉dt|.
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ P ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ A q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K ❡t ♦♥ ♥♦t❡ A′ ❧❡ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ AP ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝❡ ♦♣♣♦sé❡ à A✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ λ
t❡❧ q✉❡ ✿
−→
AP = λ
−−→
AA′ ❡t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
|e(P )| ≤ |
1∫
0
(1− t)λ2〈−−→AA′,Hu(A+ t−→PA)
−−→
AA′〉dt|,
✶✳✷✳ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ✶✺
❡t ❝♦♠♠❡ P ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ A q✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K✱ ❝❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡
3
4
✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
|e(P )| ≤ 9
16
|
1∫
0
(1− t)〈−−→AA′,Hu(A+ t−→PA)
−−→
AA′〉dt|,
≤ 9
16
max
t∈[0,1]
|〈−−→AA′,Hu(A+ t−→PA)
−−→
AA′〉||
1∫
0
(1− t)dt|,
❡t ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
|e(P )| ≤ 9
32
max
y∈AA′
|〈−−→AA′,Hu(y)
−−→
AA′〉|,
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿
|e(P )| ≤ 9
32
max
y∈K
|〈−−→AA′,Hu(y)
−−→
AA′〉|.
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✿
||u−Πhu||∞,K ≤ 9
32
max
y∈K
|〈−−→AA′,Hu(y)
−−→
AA′〉|.
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ Hu ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Hu = RΛR−1✱ ♦ù Λ =

 λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3

 ,
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ R ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t Λ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❊t s✐ ♦♥
♥♦t❡ |Hu| ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
|Hu| = R|Λ|R−1✱ ♦ù |Λ| =

 |λ1| 0 00 |λ2| 0
0 0 |λ3|

 ,
♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
||u−Πhu||∞,K ≤ 9
32
max
y∈K
〈−−→AA′, |Hu(y)|
−−→
AA′〉. ✭✶✳✸✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡✉t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❡①tr❡♠❛ ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉s ❛ ♣r✐♦r✐✮✱
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
||u−Πhu||∞,K ≤ 9
32
max
y∈K
max
−→v ⊂K
〈−→v , |Hu(y)|−→v 〉.
✷❡ ❝❛s ✿ ❙✐ P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ K ✭❝❡ q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ P ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ K✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♠❛✐s ❝❡tt❡
❢♦✐s✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳
❖♥ ♥♦t❡ A′ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ AP ❛✈❡❝ ❧✬❛rêt❡ ♦♣♣♦sé❡ à A✳ ■❧ ❡①✐st❡
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞♦♥❝ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ λ t❡❧ q✉❡ ✿
−→
AP = λ
−−→
AA′ ❡t ❝♦♠♠❡ A ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ P ✱ ❝❡
s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡
2
3
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
|e(P )| ≤ 2
9
max
y∈K
|〈−−→AA′,Hu(y)
−−→
AA′〉|,
❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t ✿
||u−Πhu||∞,K ≤ 2
9
max
y∈K
max
−→v ⊂K
〈−→v , |Hu(y)|−→v 〉.
✸❡ ❝❛s ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ P ❡st s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ K✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ AB✳ P♦✉r ✉♥
❡①tr❡♠✉♠ P ❞❡ ❧✬❛rêt❡ AB✱ ♦♥ ❛ ✿
〈−→Ay , ∇(u−Πhu)(P )〉 = 0 , ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ]A,B[ .
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✈❡❝ r❡st❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ A ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①tr❡♠✉♠ P ❞❡ ❧✬❛rêt❡ AB ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
|e(P )| = |
∫ 1
0
(1− t) 〈−→AP , Hu(P + t−→PA)−→AP 〉 dt| .
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ A ❡st ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ P ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡
α ∈ [0, 12 ] t❡❧ q✉❡ ✿
−→
AP = α
−−→
AB✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ ✿
|e(P )| ≤ |α2 max
y∈AB
〈−−→AB , Hu(y)−−→AB〉 | |
∫ 1
0
(1− t) dt | ,
≤ 1
8
max
y∈AB
|〈−−→AB , Hu(y)−−→AB〉 | .
❉✬♦ù ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
||u−Πhu||∞,K ≤ 1
8
max
y∈AB
|〈−−→AB,Hu(y)−−→AB〉|
◆♦t♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r q✉❡ ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❛s 2 ❡t 3 ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✸
✭❡♥ ❡✛❡t
1
8
<
2
9
<
9
32
✮ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ♠❛①✐♠❛ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ é✈❛❧✉és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s K✱
♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r −→v ⊂ K ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ K ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿
∀−→v ⊂ K✱ max
−→v ⊂K
〈−→v , |Hu(x)|−→v 〉 ≤ max−→e ∈EK
〈−→e , |Hu(x)| −→e 〉,
❛✈❡❝ EK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❑✳
▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
‖u−Πhu ‖∞,K ≤ cd max
x∈K
max
−→e ∈EK
〈−→e , |Hu(x)| −→e 〉.
✶✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶✼
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ |Hu(x)| ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❡①❤✐❜❡r s✉r K ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡M(K)
✈ér✐✜❛♥t ✿
max
x∈K
〈−→e , |Hu(x)| −→e 〉 ≤ 〈−→e , M(K)−→e 〉, ♣♦✉r t♦✉t−→e ∈ EK ,
❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ {〈−→v , M(K)−→v 〉|∀−→v ⊂ K} s♦✐t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
‖u−Πhu ‖∞,K ≤ cd max−→e ∈EK
〈−→e , |M(K)| −→e 〉,
♦ù cd ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❛
❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ M ♣♦✉r éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✳ ❉❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❬▲❡s+✵✶❜❪ ♦♥t ♣❡r♠✐s
❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ Lα✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♦♥ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ Lα✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❝ré❡r ✉♥❡ ♠é✲
tr✐q✉❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳
✶✳✸✳✶ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞♦♥♥é❡✳
❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ε ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥
♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t ♦♥ ✈❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ✿
∀~e ∈ EK , ε = cd 〈~e , M¯(K)~e 〉,
❛✈❡❝ EK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ M(K) = cd
ε
M¯(K)✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∀~e ∈ EK , 〈~e , M(K)~e 〉 = 1 ⇐⇒ ∀~e ∈ EK , (lM(K)(~e ))2 = 1.
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t K ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ε s✐ ❧❛ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ K ✈❛✉t ✶ ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M(K) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✉♥✐té✳
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té✱ ♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥❞✉✐t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛✲
❧❛✐r❡ q✉✐ s♦✉s✲t❡♥❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✉s✉❡❧❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧♦❝❛❧❡ M(K)✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
❡♥s✉✐t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M(K) ✭❝❡s tétr❛è❞r❡s s♦♥t ❛♥✐✲
s♦tr♦♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✉s✉❡❧❧❡✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❣é♥ér❡r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❡✉t êtr❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s ❡t ♥♦♥ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ❡①♣❧✐q✉é❡
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r t♦✉t ❝❡❝✐ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à
♣ré❝✐s❡r ❝♦♠♠❡♥t é✈❛❧✉❡r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ M✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡
❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉tôt q✉✬❛✉① é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P0✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✓♥❛t✉r❡❧✔ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❀
✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛rêt❡s ❡t ♥♦♥ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❀
✕ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✬✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ✭❝♦✉r❜✉r❡s✮✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✮✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t s❡r❛ r❡♥❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬❆❧❛+✵✸❜❪✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❡✉t éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ε q✉❡
❧✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ❝♦♠♠❡ttr❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ✜①é❡✳ ❯♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
M = R Λ˜R−1, ♦ù Λ˜ =

 λ˜1 0 00 λ˜2 0
0 0 λ˜3

 ,
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧✱
λ˜i = min(max(cd ε
−1|λi|, h−2max), h−2min),
❛✈❡❝ R ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❧❡s (λi)i=1..3 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡
Hu✱ cd ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ hmin ❡t hmax
s♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉t♦r✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❤❡ss✐❡♥ ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♣❛r ❧❡s λ˜i✳
✶✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶✾
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✱ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s s♦♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ✓✐rré❛❧✐st❡s✔ ✭♥✉❧❧❡s ♦✉ ✐♥✜♥✐❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ♥✉❧✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬❛rêt❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s❡r❛✐t ✐♥✜♥✐❡✳ ❆
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡s t❛✐❧❧❡s très ♣❡t✐t❡s s❡r❛✐❡♥t
♦❜t❡♥✉❡s✳ ❋✐①❡r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s
❝❡s ré❣✐♦♥s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ét❛♥t ❧✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡st P 1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❤❡ss✐❡♥✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ♥✉❧ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t
✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ s✉r ❧❡✉r ❢r♦♥t✐èr❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❞♦✉❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
L2✱ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ✳✳✳✮ ❬❆❧❛✵✸❛❪✳
✶✳✸✳✷ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ♣❛r ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈✐❛ ✉♥
❝r✐tèr❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✭❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❛♥t✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✐s♦tr♦♣❡ ♦✉ ✈✐❛ ✉♥ ❝r✐tèr❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té s❡r❛ ♣❧✉s r❛✣♥é ♦✉ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r s❡❧♦♥ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s s❡r♦♥t ❛❧✐❣♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ |H(u)|✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧ ❡①✐t❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝ré❡r
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✿ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✮✱ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st ♣rés❡r✈é ❡t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st ♠♦❞✐✜é ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
✭♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮ s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✸✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♦♥ r❡♠❛✐❧❧❡
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s♦rt❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✱ ♣✉✐s
♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❬❋r❡✵✶❪✳
❯♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣r❡s❝r✐t❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❛❞❛♣té à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✸❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❛♠♠❛ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡ ❞é♣❛rt✳
▲❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❝❛s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣❛r❛♠étré❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♥❛❧②s❡r ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❡❧✐❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉① ❝♦✉r❜✉r❡s
❧♦❝❛❧❡s✳ ❖♥ ❞és✐r❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s s♦✐t ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ♣✉✐s ét❡♥❞✉❡ ❡♥ tr♦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬é❝❛rt ❞❡s ❛rêt❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t tr♦♣
❧♦♥❣✉❡s ♦✉ s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ s♦✉s✲s❡❣♠❡♥ts ✉♥✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛✲
❧②s❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡s✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
❞✬❛rêt❡s ♦✉ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré✮ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡
♣♦✐♥ts✮ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ rés✉♠é ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ✭❝♦✐♥s✱ ❛rêt❡s ✈✐✈❡s✱ ✳✳✳ ✮✱
✕ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❝♦✉❜✉r❡s✱ ♥♦r♠❛❧❡s✱ t❛♥❣❡♥t❡s✱ ✳✳✳✮✱
✕ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✉♣♣♦rt ❣é♦♠étr✐q✉❡✱
✕ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ AB ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ✿
✕ s✐ lAB >
√
2✱ s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧✬❛rêt❡ ❡♥ s♦✉s✲s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té✱
✕ s✐♥♦♥ s✐ lAB <
1√
2
❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡✱
✕ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛❝❡s✱
✕ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s✳
▼❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❡st ❝réé ♣❛r ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡
✈✐❛ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❬●❡♦✵✷❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❡st ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❡t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t q✉❛♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ❝ré❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣té ❡♥ tétr❛è❞r❡s ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ♠❛✐❧❧❡r ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦ît❡ ❡♥ ❝✐♥q
tétr❛è❞r❡s✱
✕ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦ît❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ts✱
✕ ❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡s ❜❛s❝✉❧❡s ❢❛❝❡s✲❛rêt❡s ✭♦♣ér❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✮
❡t ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs à ❧✬♦❜❥❡t✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿
✕ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱
✕ ❝ré❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té✱
✕ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✐❧❡✱
✕ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✿ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞é❥à ❡①✐st❛♥t✳ P♦✉r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❞✱ ♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♣♦✐♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛s❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❀
✶✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✷✶
✕ ✉♥❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛♥❛❧②sé❡s✱ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❇♦✇②❡r✲❲❛ts♦♥
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡✱
✕ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs à ❧✬♦❜❥❡t✱
✕ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ ♦✉
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❜❛s❝✉❧❡s ❞❡ ❢❛❝❡s✲❛rêt❡s✮✳
❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ❡t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦✉t❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✱
❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡✳ ▲❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡
❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛② q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡
❧♦rsq✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥♥é ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ ♣❡✉ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡
❡t ❞♦♥❝ ✉♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❊♥✜♥✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡✹✳
P♦✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉r♥és ✈❡rs ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞é❝♦✉♣❧é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❊♥
t❤é♦r✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♥❛❧②s❡r s❛♥s ❛✉❝✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥t❡r♥❡s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ sé♣❛ré♠❡♥t ✿
✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛❞❛♣t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ✭♠❛✐s ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ q✉❛❧✐té✮ ♣✉✐s ♠♦❞✐✜❡r ❡♥s✉✐t❡
❧❡s tétr❛è❞r❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ✐♥sérés
✈✐❛ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❇♦✇②❡r✲❲❛ts♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵✮✱ ❡t
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ AB ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ✿
✕ s✐ lAB >
√
2 ✿
✕ s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧✬❛rêt❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲s❡❣♠❡♥ts✱
✕ ✜❧tr❛❣❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ✿ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞é❥à ❡①✐st❛♥t
✕ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✈✐❛ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❀
✕ s✐♥♦♥ s✐ lAB <
1√
2
❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡✱
✕ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ré✲❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
✕ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ q✉❛❧✐té ♣❛r ❞✉ ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞❡s ❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s ❡t ✉♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① très ♠❛✉✈❛✐s t❡tr❛è❞r❡s✳
❯♥ ❝♦❞❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛
❞é❝r✐t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
✹q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é♣❧❛❝❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
✶✳✸✳✸ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
▲♦rsq✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été ❝réé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♦♥ ✈❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡♣r✐s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦✉r✐r à ✉♥ s❝❤é♠❛
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳ ▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡t ❧❡ s♦❧✈❡✉r✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡✛❡❝✲
t✉és ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ t②♣❡ P 1✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
P♦✉r ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t P ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ té✲
tr❛è❞r❡ K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞❡ P ❞❛♥s K ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ té✲
tr❛è❞r❡ K✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ (Pi)i=1..4 ❧❡s q✉❛tr❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ tétr❛è❞r❡ K ❡t u(Pi) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t
Pi✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t P ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
u(P ) =
∑
i=1..4
ωi(P )u(Pi),
♦ù ωi =
VKi
VK
❛✈❡❝ VK ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ K ❡t VKi ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t Pi ❡st
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t P ✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ét✐rés ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦ù ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❡t✐t
❬❘✐♣✾✷❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳
✶✳✸✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t ✐❧ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ s❝r✐♣t ❛ été ❝réé
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❞❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✬éq✉✐ré♣❛rt✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
❧✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡❝✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✈❡rs ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣té à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✮ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ✭❛✉ ♠✐❡✉①✮ ❝❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛♥s❝r✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥
à ❝❡tt❡ ❛tt❡♥t❡✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉q✉❡❧ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✭❧♦rsq✉❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♠❛rr❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
T0 ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ S0✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
T0✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱
❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳
❙✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st éq✉✐ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✱ s✐♥♦♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st
❝♦♥str✉✐t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✶✮✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ♦♥ ré✐tèr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
✶✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✷✸
(Ti ,Mi)
(Ti+1 ,Si ,Mi)
(Ti ,Si)
(Ti ,Si)
(T0 ,S0 )
ii + 1
i = 0
❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✢✉① ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts r❡q✉✐❡rt✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s✱ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t
❞❡s ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ ♠étr♦✱ ✳✳✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t
❞✬✉♥❡ ❝❧✐♠❛t✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜♦✉❝❤❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❡st s♦✉✈❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❡t ❣❛✐♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣✐è❝❡s✱ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ♠✉rs✱ ❡t❝✳
❯♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐③♦♥❡s✳ ▲❡ ❜ât✐♠❡♥t ét✉❞✐é ❡st
❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ③♦♥❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈♦♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✐♠♠❡✉❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t ♣♦✉rr❛ ❝♦♥st✐✲
t✉❡r ✉♥❡ ③♦♥❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ s❛♥s ♦♠❡ttr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♥❢♦rt✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s ❡t r❛♣✐❞❡s ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✓❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✔ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts ♣✉✐s ❞❡ ❧❡s r❡❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥❡
❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❘é♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é s✐❣♥✐✜❡ é✈❛❧✉❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r ✭✐✳❡✳ s❛
✈✐t❡ss❡ u ❡t s❛ ♣r❡ss✐♦♥ p✮ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ θ ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡s ✿ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢♦rt ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡♥t✐tés ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡♥t✐té s❡r❛ ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢♦rt q✉❛♥t
à ❧✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉t❡s ❧❡s
❡♥t✐tés s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥ôtr❡✱
✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛✐r à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −20 ❡t 100 ❞❡❣rés✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛
✷✺
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
(un ,pn) (un+1 ,pn+1 ) (un+2 ,pn+2 )
θn+2θn+1
θn
θn+3
(un+3 ,pn+3 )
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✳ ❈❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❡st ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡t ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❬▲❛♥+✻✹❪✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❇♦✉ss✐♥❡sq ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
♣❛r ❧❡ ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡✮✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ k − ǫ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣❛r♦✐s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❬▼♦❤+✾✹❜❪
♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❡♥ ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
P♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❢❛✐t ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡
❬●✐r+✽✻✱ ●❧♦✽✹✱ P✐r✽✾❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡s
♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré✲
❝✐s❡s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✱ ❧✐és ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ét✉❞✐és✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡✲
❧✐❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ♥♦✉s ❡✛❡❝✲
t✉❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣✉✐s ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐r♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡ ❤✲♠ét❤♦❞❡✳
P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P 1 ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥ ❬❈❤♦✻✼❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉
♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ s❡r❛ rés♦❧✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●▼❘❊❙✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✬❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ 10 ♠✐♥✉t❡s ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❤❡✉r❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1 300 000
é❧é♠❡♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 4 ❤❡✉r❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r 100 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥✈✐✲
s❛❣é ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐❡s✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❈✬❡st
✷✳✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✼
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ r❡❝♦✉rt à ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✈✐❛ ▼P■✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ❝♦❞❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝❡s✲✈❡❝t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧és à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✳ ■❧ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡
♠❡t ❡♥ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ♥♦tr❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❞❡s ✢✉✐❞❡s ♥❡✇t♦♥✐❡♥s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❝❡s ❞❡✉①
s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡st ❛✉ss✐ ❞ét❛✐❧❧é❡ ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ② ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❱✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s
❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①♣♦s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s✳
▲❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ♠♦t✐✈❛♥t ❧❡s ❝❤♦✐① q✉✐ ♦♥t
été ❢❛✐t ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ✭▼P■✮ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡✉r ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭▼❡t✐s✮ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✱ ♣✉✐s
❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✳
✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✷✳✷✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥
P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉✈♦✐r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
✢✉① ❞✬❛✐r ♣✉✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −20 ❡t 100 ❞❡❣rés✱ ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t
❡st ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲✬é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❡st ❞♦♥❝ ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❬▲❛♥+✻✹❪✳
❙♦✐t Ω ∈ R3 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡r♠é ❜♦r♥é✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ u ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥é❡s ♣❛r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s ✈✐sq✉❡✉① ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
ρ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬●❧♦✽✹❪ ❬P✐r✽✾❪ ✿


ρ(
∂u
∂t
+ u.∇u)∇ . S −∇p = −ρge3,
dρ
dt
+∇ . (ρu) = 0 ❞❛♥sΩ× (0, T ),
✭✷✳✶✮
♦ù S = µ(∇u+∇uT ) ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té✱ g ❧❛ ❣r❛✈✐té ❡t µ ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡t e3 ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts tr❛✐tés ét❛♥t à ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❡t ❧✬é❝❛rt ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ θ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ θ0 ❡t q✉❡ s❡s ❡✛❡ts s♦♥t ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ g ρ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ s❡r❛ ♥♦té❡ p ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ♣r❡ss✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ρ s♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣é❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♦♥ ❞✐✈✐s❡ ♣❛r s❛
✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ρ0 ✿

∂u
∂t
+ u.∇u+∇p− ν∆u = −e3g ρ
ρ0
,
∇ . u = 0 ❞❛♥sΩ× (0, T ),
✭✷✳✷✮
♦ù p ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ✭✐✳❡✳✱ p/ρ0✮✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts p = ρRθ ✭❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❞✐✈✐sé❡
♣❛r ❧❛ ♠❛ss❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❣❛③✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ θ à ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ −e3g ρ
ρ0
✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ♥♦✉s ❞✐t ✿
θ = θ0 + θ
′, |θ′| << |θ0| ⇒ ρ = p0
R(θ0 + θ′)
∼ p0
Rθ0
(1− θ
′
θ0
).
❈❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡
ρ− ρ0
ρ0
=
θ − θ0
θ0
, ✭✷✳✸✮
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ♥é❣❧✐❣é❡ ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ q✉✐ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ θ✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ρge3/ρ0 ∼ e3gθ/θ0
❞✬♦ù ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
∂u
∂t
+ u.∇u+∇p− ν∆u = −e3 g θ
θ0
. ✭✷✳✹✮
▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ∂Ω s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❬P✐r✽✾✱ ▼❡❞+✾✾❪ ✿
✕ ✈✐t❡ss❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✮ ✿
u = w s✉r Γ1, ✭✷✳✺✮
✕ tr❛❝t✐♦♥s s♣é❝✐✜é❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮ ✿
−p+ (ν(∇u+∇uT ).n.n) = 0 ❡t (ν(∇u+∇uT ).n.s) = 0 s✉r Γ2, ✭✷✳✻✮
♦ù Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω✱ n ❡t s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ ❡t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡
✉♥✐t❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ Γ1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠✉rs ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✬❛✐r✱ ❡t Γ2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❧✐❜r❡s✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞♦♥♥é❡ ✿
u(x, 0) = u0(x). ✭✷✳✼✮
✷✳✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✾
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❡st ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ s♦♥t ♥é❣❧✐❣és ✿
∂θ
∂t
+ u∇θ − κ∆θ = 0 ❞❛♥s Ω, ✭✷✳✽✮
♦ù κ ❡st ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳
▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ∂Ω s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✮ ✿
θ = θ0 s✉r Γd, ✭✷✳✾✮
✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿
∂θ
∂n
+ aθ + b(θ4 − θ4e) = 0 s✉r Γf , ✭✷✳✶✵✮
♦ù Γd∪Γf = ∂Ω✱ θe ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t a, b s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ré❡❧❧❡s✳ a r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡t b ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❞♦♥t s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❧❡s ♠✉rs ♦✉ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❡❧ ❛ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ θ4 − θ4e ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r❛ ❧✐♥é❛r✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ réé❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
θ4 − θ4e = (θ − θe)(θ2 + θ2e)(θ + θe),
❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ✭❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ét❛♥t ❞♦♥❝ ♣r✐s
❛✉ t❡♠♣s n−1✮✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ θn ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ t❡♠♣s n✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✷✳✶✵ s✬é❝r✐r❛ ✿
∂θn
∂n
+ aθn + b(θn − θe)((θn−1)2 + θ2e)(θn−1 + θe) = 0 s✉r Γf . ✭✷✳✶✶✮
✷✳✷✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s
P♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, T ] ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ N s♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ δt ❡t un ✭r❡s♣✳ pn
❡t θn✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u ✭r❡s♣✳ p ❡t θ✮ ❛✉ t❡♠♣s n δt✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛
s❡♠✐✲❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✽✮ s❡ ❞✐s❝rét✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐ ✿
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é


un − un−1
δt
+ un−1.∇un−1 +∇pn − ν∆un−1 = e3gαθn−1
∇ . un = 0 ❞❛♥sΩ× (0, T ),
✭✷✳✶✷✮
θn − θn−1
δt
+ un∇θn − κ∆θn = 0 ❞❛♥s Ω, ✭✷✳✶✸✮
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❈❤♦✻✼❪ ❡t ❬❘❛♥✾✷❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
u ✭✈✐t❡ss❡✮ ❡t p ✭♣r❡ss✐♦♥✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r
vN = v(tn) ❡t p
N = p(tn) q✉✐ s❡r♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ❙♦✐t u0 ❞♦♥♥é t❡❧ q✉❡ ∇.u0 = 0 ❡t p0 ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳
✷✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t = tn s❛♥s
s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ u˜N ✿

u˜n − un−1
δt
+ u˜n−1.∇u˜n−1 +∇pn−1 − ν∆u˜n−1 = e3gαθn−1,
u˜n = w s✉r Γ1,
(ν(∇u˜n +∇u˜nT ).n.n) = p0 ❡t (ν(∇u˜n +∇u˜nT ).n.s) = 0 s✉r Γ2.
✭✷✳✶✹✮
✸✳ P♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ u˜n s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs à ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r φ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

−∆φ = −∇ . u˜n ❞❛♥s Ω,
∂φ
∂n
= 0 s✉r Γ1,
φ = − tn
2
p0 s✉r Γ2.
✭✷✳✶✺✮
P✉✐s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
vN = u˜N −∇φ,
pN = p0 +
2φ
T
.
✭✷✳✶✻✮
✹✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ {vN , pN} ❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ t❡♠♣s t = tn✳
❘❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ✷ ❛✈❡❝ u0 = v
N ✱ p0 = p
N ❡t t = 0 ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s 2 tn✳
✷✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❙♦✐t Ωh =
⋃
j
Kj ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ Ω ❡♥ tétr❛è❞r❡s✳
❙♦✐t Vh ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ❧❛ tétr❛é❞r✐s❛t✐♦♥ ✿
Vh = {vh : Ωh → R, vh ∈ C0(Ωh) : ∀Kj ∈ Ωh, vh|Kj ∈ P 1}.
✷✳✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✶
❙♦✐t V0h = {uh ∈ (Vh)3 : uh|Γ1h = 0}
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡tr♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥ ❞❡ ✭✷✳✶✹✮ ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f = −e3 g θn/θ0 ✿
❚r♦✉✈❡r u˜h ∈ Jh t❡❧ q✉❡ ∀vh ∈ V0h∫
Ωh
u˜nh − u˜n−1h
δt
vh +
∫
Ωh
u˜n−1h ∇u˜n−1h vh +
∫
Ωh
ν∇u˜n−1h ∇vh
+
∫
Ωh
(
u˜nh − u˜n−1h
δt
+ u˜n−1h ∇u˜n−1h + ν∆.u˜n−1h ).GK1 (u˜n−1h , vh) =
∫
Ωh
f˜vh
u˜nh − wh ∈ V0h
✭✷✳✶✼✮
♦ù wh ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s (Vh)
3 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t GK1 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ P❙■ ❬❉❡❝+✾✸❪✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ✿
❚r♦✉✈❡r vh ∈ Jh t❡❧ q✉❡ ∀vh ∈ J0h∫
Ωh
vn+1vh =
∫
Ωh
u˜n+1vh −
∫
Ωh
∇φn+1vh
v˜n+1h − wh ∈ J0h
✭✷✳✶✽✮
❙♦✐t Q0h = {ψh ∈ Vh, ψh|Γ2h = 0}✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ♣♦✉r φ ❡st ✿
❚r♦✉✈❡r φh ∈ Q0h t❡❧ q✉❡✱ ∀ψh ∈ Q0h ✿∫
Ωh
∇φh.∇ψh = −
∫
Ωh
∇.u˜Nh ψh
φh − (−T
2
p0h) ∈ Q0h.
✭✷✳✶✾✮
❙♦✐t Θ0h = {τh ∈ Vh, τh|Γ1 = 0}✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❡st ✿
❚r♦✉✈❡r θh ∈ Θ0h t❡❧ q✉❡✱ ∀τh ∈ Θ0h ✿∫
Ωh
θnh − θn−1h
δt
τh +
∫
Ωh
κ∇θnh∇τh +
∫
Ωh
un−1h ∇θnhτh
=
∫
Γ2h
κ(−aθnh − b(θnh − θe)((θn−1h )2 + θ2e)(θn−1h + θe))τh
θnh − θ0h ∈ Θ0h
✭✷✳✷✵✮
✷✳✷✳✹ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P 1✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Vh
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛✣♥❡s ♣❛r é❧é♠❡♥t tétr❛é❞r✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Vh
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Vh ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡tt❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ns ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡t q
i r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡
iè♠❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❙♦✐t {vi}1..ns ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V0h = {uh ∈ Vh : uh|Γ1h = 0}✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦s❡r u˜nh ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
u˜nh =
∑
i=1,..,ns
∑
j=1,..,3
{u˜ni }j viej .
P♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ♦♥ ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ GK1 ❛✉
t❡r♠❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ GK1 ✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿
GK1 = β
K − vh,
♦ù βK ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ P❙■ ❬❉❡❝+✾✸❪✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷✳✶✼✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ❛✐♥s✐ ✿
({u˜ni }j − {u˜n−1i }j)
∫
Ωh
viej vkej
δt
+
∫
Ωh
βij u˜
n−1
h viej∇(vkej u˜n−1h ) vlej
+
∫
Ωh
ν∇(viej u˜n−1h )∇vkej =
∫
Ωh
f˜viej .
✭✷✳✷✶✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
{vn+1i }j
∫
Ωh
vi ej vk ej = {u˜n+1i }j
∫
Ωh
vi ej vk ej −
∫
Ωh
∇(vi ej{φn+1i }j)vk ej . ✭✷✳✷✷✮
❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❙♦✐t {ψi}1..ns ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Q0h✳ ❚♦✉t ✈❡❝t❡✉r φh
❞❡ Q0h ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ φh(x, y) =
ns∑
i=1
φh(q
i)ψi(x, y)✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ t♦✉s ❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r Φ t❡❧ q✉❡ ✿
AΦ = F,
✭✷✳✷✸✮
❛✈❡❝ A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ns × ns s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t F ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ns ✿
Aij =
∫
Ωh
∇ψi.∇ψj , Fi =
∫
Ωh
∇.u˜Nh φi,
❡t Φ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✿ Φ = (φh(q
i))i∈1,..,ns .
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✸✸
❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❙♦✐t {τi}1..ns ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Θ0h✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t
✈❡❝t❡✉r θh ❞❡ Θ0h ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ θh(x, y) =
ns∑
i=1
θh(q
i)τi(x, y)✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ t♦✉s ❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r Θ t❡❧ q✉❡
BΘ = F,
✭✷✳✷✹✮
❛✈❡❝ B =
∫
Ωh
τjτi +
∫
Ωh
κδt∇τj∇τi +
∫
Ωh
δtun−1h ∇τjτi ❡t F =
∫
Ωh
θn−1h τi
✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡
✷✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ ●❛✉ss ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✿
{u˜ni }j = {u˜n−1i }j −
δt
|Ci|
∑
K∈Ωh
(βKij
4∑
l=1
{u˜nm}j .∇(vl ej){u˜nl }j |K| + SnK .∇vKi ej |K|)
❛✈❡❝ Ci =
∑
K∈Ωh,qi∈K
|K|
4
✱ {u˜nm}j ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s n ❡t
SnK = ν(∇u˜n +∇u˜nT )✳
✷✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✸✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❞♦♥t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t C ∈ Rns×ns ✭C ❞♦✐t êtr❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ✉♥
♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ▲❯ ♦✉ ■▲❯ ❬▲ö❤✵✶❪✮✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ǫ ✭♦✉✴❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✮✳
P♦s❡r g0 = h0 = C−1(AΦ0 − F ) ❡t m = 0✳ hm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ✿
ρm =
< gm, hm >C
thmAhm
,
Φm+1 = Φm − ρmhm,
gm+1 = gm − ρmC−1Ahm,
γm =
‖gm+1‖2C
‖gm‖2C
,
hm+1 = gm+1 + γmhm,
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
❛✈❡❝ < a, b >C=
ta C b ❡t ‖a‖C =< a, a >
1
2
C ✳
✸✳ ❙✐ ‖gn+1‖ < ǫ✱ Φn+1 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♥♦♥ ♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ m ❡t ♦♥
r❡t♦✉r♥❡ ❡♥ ✷✳
✷✳✸✳✸ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✜♥❛❧❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ♥÷✉❞s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ ❜♦r❞✮ ✿
{vn+1i }j = {u˜n+1i }j −
1
|Ci|
∑
K∈Ωh
|K|
4
∇φKj
✷✳✸✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✹✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
●▼❘❊❙ ❬▼❡❞+✵✶❪✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘❡s✐❞✉❛❧✮ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ AΘ = F ✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
θn = θ0 + Vny,
♦ù y ∈ Rn ❡t Vn ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Kn = ❱❡❝t{r0, Ar0, .., An−1r0}.
▲❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Vn ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ Kn ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡
♣r♦❝é❞é ❞✬❆r♥♦❧❞✐✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ C ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
r0 = F −Aθ0 ,
❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ K1 : β = ‖r0‖2, v1 = r0
β
,
k = 1
✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ✿ xk = C
−1vk,
qk+1 = Axk.
❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ Kk ✿ wk+1 = qk+1 −
k∑
m=1
< qk+1, vm > vm,
hk+1,k = ‖wk+1‖.
◆♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ✿ vk =
wk+1
hk+1,k
,
ρk = min
y∈Rk
(βe1 −Hny).
❙✐ ρk > ǫ r❡♣r❡♥❞r❡ ❡♥ 2 ❛✈❡❝ k = k + 1✳
✷✳✹✳ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✸✺
✹✳ ❖♥ ♣♦s❡ m = k✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ AΘ = F ❡st θm = θ0 +Xmym ♦ù ym ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
‖βe1 −Hny‖ ❡t Xm ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs (xk)k=1,..,m✳
✷✳✹ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
✷✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥é à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s
❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts✳
❈❡rt❡s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉r♥❡r s✉r ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ P❈ à 2 ●❤③✮
♠❛✐s ❡❧❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❝❛❧❝✉❧és s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t s✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1 300 000 é❧é♠❡♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣t❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 4
❤❡✉r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r 100 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ét❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s t♦✉t ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts
tr❛❞✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡s ❞❡
❞ét❛✐❧s ✭t❡❧s q✉❡ ❞❡s ♠❡✉❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ♦✉ ❧❡ s✐è❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✮✳ ❈❡s ❞ét❛✐❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❝❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡
à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡
❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ t♦✉r♥és ✈❡rs
❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳
▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s
❛✉tr❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✳✷✮ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞é✈♦✉é ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝éss❛✐r❡
à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té✮ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 10 ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈♦✐s✐♥❛♥t ❧❡
♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞û ❛✉① s♦❧✈❡✉rs
s❡ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❤❡✉r❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✿ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss❡ ▼■▼❉✺ ❡t ❝❡✉①
❞❡ ❝❧❛ss❡ ❙■▼❉✻✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❙■▼❉ ❝♦♠♣♦rt❡♥t N ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s q✉✐ ♦♣èr❡♥t
s✉r ✉♥ ✢♦t ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐té ❝❡♥tr❛❧❡ ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs
✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❈❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à str✉❝t✉r❡ ré❣✉✲
❧✐èr❡ ♦ù ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ▼■▼❉✱ ✐❧ ② ❛ N ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ N ✢♦ts ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
❡t N ✢♦ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s❡ ❝❧❛ss❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡
❡t ❝❡❧❧❡s à ♠é♠♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡①✐st❡♥t ✿ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❧❛♥✲
❣❛❣❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❖♣❡♥▼P✮✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ✭❆❝t✐✈❡ ❖❜❥❡❝ts ✭❏❆❱❆✮✱ ❈✰✰ ✴✴ ❬❈❛r+✾✻❪✮
♦✉ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s♦✐t
à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ s♦✐t à ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ✭❖♣❡♥▼P s✬❛♣♣❧✐q✉❡
✺▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❙tr❡❛♠✱ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ❙tr❡❛♠
✻❙✐♥❣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❙tr❡❛♠✱ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ❙tr❡❛♠
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✮✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ♦✛r❡ ❞❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❡♥ ❜❧♦❝s q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r♦♥t
❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✐✳❡✳✱ ❡❧❧❡
❡st ❣éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r ❡♥✈♦✐ ♦✉ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s réé❝r✐r❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ❝♦❞❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ r❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ à ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❡st s✉❝❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡
t♦✉r♥❡r s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
✷✳✹✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✓✈♦✐s✐♥s✔✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✷✳✹✳✸✮✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱
❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s
♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❝♦♠♠✉♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✮✳
P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✓✐♥tér✐❡✉rs✔ à ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
q✉✬à ✉♥ s❡✉❧ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
séq✉❡♥t✐❡❧✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ■❧s
♦♥t ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦rs
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t✲à✲♣♦✐♥t ❡♥tr❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❜✐❡♥ ✐❞❡♥t✐✜és✳
❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✭t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥✈♦✐❡♥t à ✉♥ s❡✉❧ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡✮ ❡t
❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✭♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✮ ♣✉✐s ❧❛ ❞✐✛✉s❡ à t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✭♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✮✳
✷✳✹✳✸ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥
❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ▼P■
❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❣éré❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❡♥✈♦✐ ♦✉ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①é❝✉t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡ ❋♦rtr❛♥✮ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♦✛r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡
❞❡s ❝♦❞❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✿ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡❝❡♥s❡r ❞❡✉① ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿ P❱▼✼ ❡t ▼P■✽✳ P❱▼ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❞❡s ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s✱ ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✓♠❛îtr❡✲❡s❝❧❛✈❡✔ très ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣❡r❝é ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ◆♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬❡st ❞♦♥❝ ♣♦rté s✉r ▼P■ ❬●r♦+✾✹❪ q✉✐ ❡st ✉♥ st❛♥❞❛r❞ r❡❝♦♥♥✉
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
✼P❛r❛❧❧❡❧ ❱✐rt✉❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡
✽▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡
✷✳✹✳ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✸✼
Interface
Nœud frontie`re
Nœud interne
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳
▼P■ ❡st ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦rt❛❜❧❡s s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭✐✳❡✳✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡ q✉❡ s✉r ❝❡❧❧❡s à
♠é♠♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡✮✳ ❈❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛ss❡③ ❜❛s
♥✐✈❡❛✉ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥té❣r✐tés✳
▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❡t ❣èr❡♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳
❯♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ tr❛♥s✐t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s é♠❡tt❡✉r ✈❡rs ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❝❡ss✉s ré❝❡♣t❡✉rs✳ ■❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s é♠❡tt❡✉r✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝❡♣t❡✉r✳ ▲❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▼P■ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ s❡❧♦♥ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s ✿ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ✭❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
✈❡rs N ✱ ❞❡ N ✈❡rs ✶ ♦✉ ❞❡ N ✈❡rs N✮✱ ❣❡st✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✳✳✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣r✐✲
✈é❡s ❡t rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❯♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝❤❛♥❣é❡
❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s q✉✬❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❛♣♣❡❧s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ▼P■✳
❉é❝♦♠♣♦st✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▼❡t✐s
▲❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ✓♠♦r❝❡❛✉✔ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st
❛ttr✐❜✉é✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✐t r❛♣✐❞❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ ❞✉ ♠✐❡✉①
♣♦ss✐❜❧❡ à ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✿ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✭✐❝✐ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s s♦✐❡♥t éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ✿ ❛✉
♠♦♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✐t ❝❛❧❝✉❧é
s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♦♥t t❡r♠✐♥és ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈r♦♥t ❛tt❡♥❞r❡
❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s ✐❧s ♥❡ ❢❡r♦♥t r✐❡♥✳
P♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▼❡t✐s ❬❑❛r+✾✽❪✳ ▼❡t✐s ❡st ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦✉ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥ts
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
✜♥✐s ♥♦♥ str✉❝t✉rés t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐✲
t✐♦♥s✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ▼❡t✐s ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❑❛r+✾✽❪✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s s♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s q✉❛❧✐tés ✿ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡st q✉❛s✐✲♠✐♥✐♠✉♠✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st très r❛♣✐❞❡ ✿
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ 256 ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ 20
s❡❝♦♥❞❡s s✉r ✉♥❡ ✈✐❡✐❧❧❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠ Pr♦✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ❞❡ tr♦✐s ét❛❣❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t 351 441 ♣♦✐♥ts ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞✬✉♥❡ ❝❤❡♠✐♥é❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❝♦♠♣t❛♥t
41 731 ♥÷✉❞s ✭❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡s ❞❡✉① ❣é♦♠étr✐❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✺✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞♦♥❝ ré♣❛rt✐s éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ③♦♥❡s ♠❛✐❧❧é❡s très ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ③♦♥❡s
r❛✣♥é❡s ✭❞♦♥❝ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✐♥ts✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧✬❛✉tr❡✱ ❧✬é❝❛rt à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s très é❧❡✈é ✭✐♥❢ér✐❡✉r à ✺ ✪✮✳ ❈❡❝✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝réé❡s ♣❛r ▼❡t✐s s♦♥t éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥
2✱ 6 ♦✉ 8 s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳
♥❜ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♥❜ ❞❡ ♥÷✉❞s ♠♦②❡♥ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❜ ❞❡ ♥÷✉❞s
✭é❝❛rt à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ✪✮ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
✶ ✸✺✶ ✹✹✶ ✭✵✮ ✵
✷ ✶✼✼ ✵✻✶ ✭✵✱✺✮ ✷✻✽✷
✺ ✼✶ ✺✾✶ ✭✷✱✾✮ ✻✹✼✶
✾ ✹✵ ✸✶✹ ✭✸✱✾✮ ✶✶ ✷✽✵
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té
✶ ✹✶ ✼✸✶ ✭✵✮ ✵
✷ ✷✶ ✷✽✽ ✭✵✱✻✮ ✽✹✻
✹ ✶✶ ✵✽✻ ✭✷✱✽✮ ✷✺✾✻
✽ ✺✾✼✼ ✭✹✱✼✮ ✺✼✶✺
❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts✳
✷✳✹✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦❞❡s q✉✐ ♦♥t été ♣❛r❛❧❧é❧✐sés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❬❍❛✈✵✹❪ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té In ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉r n ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
In =
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r 1 ♣r♦❝❡ss❡✉r
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r n ♣r♦❝❡ss❡✉rs ∗ n.
✷✳✹✳ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✸✾
❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥ ✷✱ ✻ ❡t ✽ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
ré♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡✳
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❯♥
❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t q✉✐ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té é❣❛❧ à 0, 5
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s❡✉❧ 50% ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
✈♦✉❞r❛✐t q✉❡ 100% ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs s♦✐t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛✲
❝✐té s❡r❛✐t ❛❧♦rs é❣❛❧ à 1 ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ séq✉❡♥t✐❡❧✮✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐✈❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❞é❝r♦îtr❡ ✿ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ P✉✐s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t A ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t
B✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t s❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❀ ❝❡tt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥ ❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❘❆▼ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❛❝❤❡✱
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♠❛✐s ❞✬❛❝❝ès ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s t✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❈❛❝❤❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❆✉
❞❡❧à ❞✉ ♣♦✐♥t B✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s ❡♥tr❛î♥❛♥t
✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s
♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❡♥tr❡ A ❡t B ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ✐♥❡①✐st❛♥t❡✳
B
A
1
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n
❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ t❡♠♣s ❣❛❣♥é ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à 10 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
65 399 ♥÷✉❞s ❡t 320 826 é❧é♠❡♥ts ✭❝❛s 2✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ❝♦♥séq✉❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡
✷✳✹✳ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✹✶
248 933 ♣♦✐♥ts ❡t 1 333 334 t❡tr❛è❞r❡s ✭❝❛s 1✮✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ t②♣❡
MIMD ✿ ❧❡ ❝❧✉st❡r ❍②❞r❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳✲▲✳ ▲✐♦♥s q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s♦✉s ❉❡❜✐❛♥✴●◆❯✲▲✐♥✉①✳
❈❡ ❝❧✉st❡r ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ❍②❞r❡■ ❡t ❍②❞r❡■■✳ ❍②❞r❡■
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 8 P❈ ❞❡ t②♣❡ ❇✐✲P❡♥t✐✉♠✹ ❳❡♦♥ à 2, 4 ●❤③ ❛✈❡❝ 2 ●♦ ❞❡ ❘❆▼ ❝♦♥♥❡❝té❡s
à 1 ●✐❣❛❜✐t ❡t ❍②❞r❡■■ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 9 ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ P❡♥t✐✉♠✸ à 1, 266 ●❤③ ❛✈❡❝ 1 ●♦ ❞❡
❘❆▼ ❝♦♥♥❡❝tés à 100 ▼❡❣❛❜✐t✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡s ❚❛❜❧❡s ✷✳✷ ❡t
✷✳✸ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝r♦ît
❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s 2 ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ 4 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥é❝❡ss✐t❡ ♠♦✐♥s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡
♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❣❛❣♥é ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❝♦♥tr❡✲❜❛❧❛♥❝é ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❛✐t
❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡
t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ 9 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s 2 ✿ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st très ❝♦✉rt✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳
séq✉❡♥t✐❡❧ ✷ ♣r♦❝✳ ✹ ♣r♦❝✳ ✽ ♣r♦❝✳ ✶✻ ♣r♦❝✳
❍②❞r❡■ ✿
❈❛s ✶ ✶✻✸✶ ✻✺✶ ✷✽✼ ✶✼✸ ✶✹✽
❈❛s ✷ ✷✵✷ ✽✵ ✹✻ ✸✺ ✹✵
❍②❞r❡■■ ✿
❈❛s ✶ ✶✽✹✵ ✽✺✽ ✹✶✵ ✷✹✵ ✲
❈❛s ✷ ✸✷✶ ✶✺✻ ✼✽ ✺✼ ✲
❚❛❜✳ ✷✳✷ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
séq✉❡♥t✐❡❧ ✷ ♣r♦❝✳ ✹ ♣r♦❝✳ ✽ ♣r♦❝✳ ✶✻ ♣r♦❝✳
❍②❞r❡■ ✿
❈❛s ✶ ✹✵✵✵ ✶✽✽✺ ✾✶✾ ✺✻✼ ✸✵✵
❈❛s ✷ ✼✶✸ ✸✸✸ ✶✻✵ ✶✶✶ ✾✾
❍②❞r❡■■ ✿
❈❛s ✶ ✹✹✶✸ ✷✶✶✺ ✶✵✻✻ ✺✹✸ ✲
❈❛s ✷ ✽✷✼ ✸✽✸ ✶✽✸ ✶✶✼ ✲
❚❛❜✳ ✷✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s t❡sts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s 1 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ très ❢♦rt❡♠❡♥t
♣♦✉r 2 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs t✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
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❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✿ ❡♥ ❤❛✉t✱ ♣♦✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡t ❡♥ ❜❛s✱ ♣♦✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳
✷✳✹✳ ❆♣♣♦rt ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✹✸
❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❝❛❝❤❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s
❧❡ ❣é♥ér❛❧ ❛✉ ♣♦✐♥t B✮✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞é❝r♦ît ❡♥s✉✐t❡ ❞♦✉❝❡♠❡♥t✱ tr❛❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛✉tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 1✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r 3 ♦✉ 6
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞û à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❝❛❝❤❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2 ✭♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts✮✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞é❝r♦ît ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s t❡stés✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜♦♥♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♦♥
♣♦✉rr❛✐t ❝❤❡r❝❤❡r à à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ s♦♥t ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❝❤❡r❝❤❡r à ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ✓♣❡t✐ts✔ ♣❛q✉❡ts✳
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❊❛s②▼❙● ❬❍❛✈✵✷❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡t✐ts ♠❡ss❛❣❡s ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✮ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬❡♥✈♦②❡r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✿ ❡♥ ❤❛✉t✱ ♣♦✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡t ❡♥ ❜❛s✱ ♣♦✉r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés à
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s
❤✲♠ét❤♦❞❡s s❡♠❜❧❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐t❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t
❧❡s t❛✐❧❧❡s ✭❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
❧♦❝❛❧❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ♠♦❞✐✜❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥térés✲
s❛♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥èr❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ét❛♥t
♠♦❞✐✜é ♣❛s à ♣❛s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛rrêté❡ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❛✉①q✉❡❧s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡❝✐ ❡♥tr❛✐♥❡r❛ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ r❡st❡r♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ✿ ❧❡s ❛rêt❡s tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s s❡r♦♥t
s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡❧❧❡s tr♦♣ ❝♦✉rt❡s s❡r♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♥♦✉s ♣❛r❛✐ss❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ♣♦✉r ✐♥sér❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥é❝éss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡✳
P✉✐s t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❡①♣❧✐q✉és✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡
❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❤ès❡✳ P♦✉r ✜♥✐r✱
q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡✳
✹✺
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
✸✳✷✳✶ ▲❛ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❙♦✐❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ Rd ✭d = 2 ♦✉ 3✮ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❡t Ωh =
⋃
K ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s
✭tr✐❛♥❣❧❡s ♦✉ tétr❛è❞r❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ Ωh ❡st ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
✾ ❞❡ Ω s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
i) Ωh ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à Ω ✭❞❡ ♠ê♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✮✱
ii) ∀P s♦♠♠❡t ❞❡ ∂Ωh ❛❧♦rs P ∈ ∂Ω✱
iii)
◦
Ki ∩
◦
Kj = ∅✱ ∀Ki,Kj ∈ Ωh , i 6= j✱
iv)
◦
K 6= ∅✱ ∀K ∈ Ωh✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s iii) ❡t iv) s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à é✈✐t❡r ❧❡s ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞é❣é♥érés ✭✐✳❡✳✱ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥✉❧✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Ω ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❯♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s T ❡st ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Ω s✐
i) T ❡st ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡ Ω✱
ii) ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s✐♠♣❧❡①❡s ❡st s♦✐t ✈✐❞❡ s♦✐t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ (d− 1)✲s✐♠♣❧❡①❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ✭♦✉ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭♦✉
3✮✳
❯♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ Ω✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✳✵✳✵✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
ii) ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t T ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Ω✳ T ❡st ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❞❡ Ω s✐ ❧❡s
❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s D(K) ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts K ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥
s♦♠♠❡t✳ ❙♦✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
D(K) ∩ T = ∅.
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ✐❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
é❧é♠❡♥ts ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ✭t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❢❡r♠é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
✾❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✳
✸✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✹✼
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ♠♦♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t K
♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t P ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡
K ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡✳
P
K
❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡st ✈✐♦❧é✳ ❆
❞r♦✐t❡ ✿ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳
✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❉é✜♥✐t✐♦♥s ✿ ❙♦✐t P ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ T ✳
▲❛ ❝❛✈✐té CP ❞✉ ♣♦✐♥t P ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ T ❞♦♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ✿
CP = {K ∈ T |P ∈ D(K)}.
▲❛ ❜♦✉❧❡ BP ❞✉ ♣♦✐♥t P ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ T ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ✿
BP = {K ∈ T |P ∈ K}.
❙♦✐t e ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ T ✳ ▲❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ SP ❞❡ ❧✬❛rêt❡ e ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ T ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ✿
SP = {K ∈ T | e ∈ K}.
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦✇②❡r✲❲❛ts♦♥
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡①✐st❛♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❇♦✇②❡r✲❲❛ts♦♥ ❬❇♦✇✽✶✱ ❲❛t✽✶❪✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣♦✉r
✐♥sér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t P ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ti✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Ti+1 = Ti − CP + BP , ✭✸✳✶✮
❛✈❡❝ Ti+1 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ✱ CP ❧❛ ❝❛✈✐té ❞✉ ♣♦✐♥t P ❡t BP ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉
♣♦✐♥t P ✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r ✐♥sér❡r ❧❡ ♣♦✐♥t P ✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐
❝♦♠♣♦s❡♥t s❛ ❝❛✈✐té CP ♣♦✉r ❧❡s s✉♣♣r✐♠❡r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ti✱ ♣✉✐s ét♦✐❧❡r ❧❡ ♣♦✐♥t P s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s
❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭✐✳❡✳✱ r❡❧✐❡r ❧❡ ♣♦✐♥t P ❛✉① s♦♠♠❡ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
P
P
P
❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❝❡r❝❧❡s
❝✐r❝♦♥s❝r✐ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❊♥ ❜❛s ✿
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ✳
✸✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✹✾
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ e ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ti ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ e ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Ti
④❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❝❛✈✐té ⑥
❙♦✐t tab ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tab ❛✈❡❝ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞❡ e✳
❙♦✐t lon ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦q✉✐❧❧❡✳
❖♥ ♣♦s❡ ilist = lon ❡t ipil = 1✳
ré♣ét❡r
tet = tab[ipil]✳
♣♦✉r t♦✉t ❛❞❥❛❝❡♥t adj ❞✉ tétr❛è❞r❡ tet ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❡t ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❛✉ tétr❛è❞r❡ adj✳
s✐ P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡tt❡ s♣❤èr❡ ❛❧♦rs
❆❥♦✉t ❞❡ adj à ❧❛ ❧✐st❡ tab ❡t ✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ilist✳
✜♥s✐
✜♥ ♣♦✉r
■♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ipil
❥✉sq✉✬à ipil > ilist
❙♦✐t nb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t tab ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳
❆♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮✳
s✐ nb > 0 ✭✐✳❡✳✱ ❧❛ ❝❛✈✐té ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ✮ ❛❧♦rs
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té
❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① tétr❛è❞r❡s ♣❛r ét♦✐❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t P s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té
s✐♥♦♥
s✐♥♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t P ✳
✜♥s✐
❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥trô❧é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡
t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✮ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥tK ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té CP s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
α(P,K) =
d(P,OK)
rK
< 1, ✭✸✳✷✮
♦ù d(., .) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ OK ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❛✉ tétr❛è❞r❡ K ❡t
rK ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♣❤èr❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✿
αM(P,K) =
lM(P,OK)
rK
< 1. ✭✸✳✸✮
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ OK ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t éq✉✐❞✐st❛♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ M ❡t rK = lM(P1, OK) ✭s✐ P1 ❡st ✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
♠étr✐q✉❡ M ✈❛r✐❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ OK ❡t ❞✉ r❛②♦♥ rK ❞❡ ❧❛
❜♦✉❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❛✉ tétr❛è❞r❡ K ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❡st
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❛✉ ♣♦✐♥t P ✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✸✳✸✮ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿
αMP (P,K) < 1. ✭✸✳✹✮
▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❛✉ tétr❛è❞r❡ K ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿ 

lM(P )(OK , P1) = lM(P )(OK , P2)
lM(P )(OK , P1) = lM(P )(OK , P3)
lM(P )(OK , P1) = lM(P )(OK , P4)
❛✈❡❝ (Pi)i=1..4 ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ tétr❛è❞r❡ K✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ Pi à OK ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M(P ) s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
m11 (xi −Ox)2 + 2m12 (xi −Ox)(yi −Oy) + 2m13 (xi −Ox)(zi −Oz)
+m22 (yi −Oy)2 + 2m23 (yi −Oy)(zi −Oz) +m33 (zi −Oz)2
♦ù Pi =

 xiyi
zi

✱ OK =

 OxOy
Oz

 ❡t M(P ) =

 m11 m12 m13m12 m22 m23
m13 m23 m33


❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ OK r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
 a2 b2 c2a3 b3 c3
a4 b4 c4



 OxOy
Oz

 =

 d1d2
d3


❛✈❡❝
ai = 2 (m11 (xi − x1) +m12 (yi − y1) +m13 (zi − z1)),
bi = 2 (m22 (yi − y1) +m12 (xi − x1) +m23 (zi − z1)),
ci = 2 (m33 (zi − z1) +m13 (xi − x1) +m23 (yi − y1)),
di = m11 x
2
i + 2m12 xi yi + 2m13 xi zi +m22 y
2
i + 2m23 yi zi +m33 z
2
i
−(m11 x21 + 2m12 x1 y1 + 2m13 x1 z1 +m22 y21 + 2m23 y1 z1 +m33 z21)
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❛✉ ♣♦✐♥t P ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ♥❡
r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛❜s♦❧✉✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❛✉① q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❡r ✿
∀ i = 1, .., 4
4∑
i=1
αM(Pi)(P,K) < 1. ✭✸✳✺✮
✸✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✺✶
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢✳ ▲❡ tétr❛è❞r❡ K ❞❡✈r❛ ✈ér✐✜❡r ❧❡s
❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❛♣♣❛rt✐r à ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❡ P ✿
αMP (P,K) < 1, ✭✸✳✻✮
4∑
i=1
αM(Pi)(P,K) < 5. ✭✸✳✼✮
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ♥✬❛ss✉r❡ ♣❛s ❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t ❞✉
♣♦✐♥t P s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❝❛✈✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✲
♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞é❝r✐t❡ ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛✈✐té
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✐
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡✱ ❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t P ❣é♥ér❡r❛ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❖r✱ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ tétr❛è❞r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♦✉ ♥♦♥ à ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❡ P ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
r❛②♦♥ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ s❛ s♣❤èr❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ✢♦tt❛♥ts s♦♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❜✐❡♥
ét♦✐❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t P ✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝réés s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❧❛ ❝❛✈✐té s❡r❛ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝réés ❧♦rs
❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡♠❡♥t s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ✈♦❧✉♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ✭❡♠♣ê❝❤❛♥t
❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s❧✐✈❡r✮✳
✸✳✷✳✸ ■♥té❣r✐té ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ✭❞✬❛rêt❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✮ q✉❡ ❧✬♦♥
s♦✉❤❛✐t❡ ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ T ❡st ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ Ω
♣♦✉r C s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ T ✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♠❛✐❧❧é❡ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❞❡s ❢❛❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡✳
❊♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡s ❡♥t✐tés à ❢♦r❝❡r s♦♥t s♦✐t ❞❡s ❛rêt❡s✱ s♦✐t ❞❡s ❢❛❝❡s ✭tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✮✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢♦r❝❡r ❧❡s ❛rêt❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ♣✉✐s ♦♥
❢♦r❝❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s tr♦✐s ❛rêt❡s
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té
❙♦✐t nb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t tab ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳
✶✳ ipil = nb✳
t❛♥tq✉❡ ipil > 0 ❢❛✐r❡
tet = tab[ipil]✳
❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ tet q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✿ s♦✐t ABC ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳
❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ PABC✳
s✐ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t ❛❧♦rs
test = faux✳
s✐♥♦♥ s✐ P ❡st tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ABC ❛❧♦rs
test = faux✳
s✐♥♦♥
test = vrai✳
✜♥s✐
s✐ test = faux ❛❧♦rs
s✐ tet ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞❡ e ❛❧♦rs
✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t P ✳
s✐♥♦♥
❘❡t✐r❡r tet ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ tab✳
❉é❝ré♠❡♥t❡r nb✳
❆❧❧❡③ ❡♥ ✶✳
✜♥s✐
s✐♥♦♥
❉é❝ré♠❡♥t❡r ipil✳
✜♥s✐
✜♥ t❛♥tq✉❡
❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❡①✐st❡♥t s❛♥s q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛❝❡✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ✓♣❡r❝❡♥t✔ ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡✳
❋♦rç❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✐❧ ❢❛✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ q✉✐ s♦♥t ✐♥t❡rs❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡✳ ❉❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✿ s♦✐t
s❡✉❧❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐♥t❡rs❡❝té❡s ♣❛r ❧✬❛rêt❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧✬❛rêt❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❛rêt❡ ❡st
❢♦r❝é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✭♦♣ér❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮
à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❛rêt❡s
✐♥t❡rs❡❝té❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥ts ❞✬❛rêt❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✳ ■❧
♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❡s ❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s s♦✐❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s
❧❛ ré❣✐♦♥ à tr❛✐t❡r ✭♣♦✐♥t ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✮ ♣♦✉r ❞é❜❧♦q✉❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❛❝❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ✭s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛
♣❧✉♣❛rt ♦♥t été ❢♦r♠é❡s ❧♦rs ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ❞❡s ❛rêt❡s✮✳
❋♦rç❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❝♦✉♣❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡ s♦♥t ❛❧♦rs
s✉♣♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s ✭❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❜❧♦q✉é❡s✮✳
✸✳✸✳ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ✜❧tr❡ ✺✸
✸✳✸ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ✜❧tr❡
✸✳✸✳✶ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
ré♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ♣rér❡q✉✐s ✿ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡MP ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t P ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ❞é♣❛rt✳
▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ✿ ❧♦rsq✉❡ q✉❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t tr♦♣ ❝♦✉rt❡s✱ ❡❧❧❡s s❡r♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥
✸✳✺✳✷✮ ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡ s❡r❛ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ s♦✉s✲❛rêt❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té✳
❈❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ MP ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ < , >MP ❡t
♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s PX ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ✿
lM(P )(PX) = 〈
−−→
PX,
−−→
PX〉
1
2
M(P ) =
√
t
−−→
PXM(P )−−→PX.
❈❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù MP ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✿
lM(P )(PX) = hP ‖
−−→
PX‖,
❛✈❡❝ hP =
1√
λ
♦ù λ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ MP ✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✿
lM(
−−→
AB) =
1∫
0
√
t
−−→
ABM(A+ t−−→AB)−−→AB dt. ✭✸✳✽✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé ✿
M(P ) = (t ∗M(A)−1 + (1− t) ∗M(B)−1)−1
❛✈❡❝ A ❡t B ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ P ❡st ✐♥séré ❡t t t❡❧ q✉❡ lM(P )(AP ) = 1✳
✸✳✸✳✷ ❋✐❧tr❡
▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝réés s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ ❡st ✓très ♣r♦❝❤❡✔ ❞❡ P ✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
s❡r♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s q✉❛❧✐tés✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ t❡st❡r ❛
♣r✐♦r✐ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✓tr♦♣ ♣r♦❝❤❡✔ ❞✉ ♣♦✐♥t P q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐♥sér❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✜❧tr❡ s♦✐t r❛♣✐❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ tr✐❡r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❜❛s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✜❧tr❡ s✉r
✉♥ tr✐ ♣❛r ✓❜✉❝❦❡t✔ ✿ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ nx ny nz s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s
❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s x✱ y ❡t z✳ ❊t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❜❧♦❝
❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ✭♥♦té ⌊ ⌋✮ ❡t t♦✉s ❧❡s
♣♦✐♥ts ✓t♦♠❜❛♥t✔ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❜❧♦❝ s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝❤❛î♥é❡✳
❖♥ ♥♦t❡ [xmin;xmax]× [ymin; ymax]× [zmin; zmax] ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
nx = ny = nz = nmax ✿ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P =

 xy
z

 ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i j k
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
s✉✐✈❛♥t ✿
i = ⌊ nmax
xmax − xmin × (x− xmin) ⌋,
j = ⌊ nmax
ymax − ymin × (y − ymin) ⌋,
k = ⌊ nmax
zmax − zmin × (z − zmin) ⌋.
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ♣r❡s❝r✐t à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❖♥ ❛ ✈✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ q✉✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✳ ❉♦♥❝
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❜✉❝❦❡t à ❡①♣❧♦r❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥✲
❣❧♦❜❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❬●❡♦✵✷❪✳ ❈❡tt❡ ❜♦ît❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t P ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r tr♦✐s ❡♥t✐❡rs
nbx✱ nby✱ nbz ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝❛s❡s à ❡①♣❧♦r❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❙♦✐t M(P ) =

 m11 m12 m13m12 m22 m23
m13 m23 m33

 ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t P ✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ F
❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✉♥✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M(P ) s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿
F (u) =t uM(P )u− 1 = 0.
▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
∇F (u) = 2M(P )u.
▲❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞✬❛①❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❛①❡s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ F ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇F ❡st ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❛①❡s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ u1✱ u2 ❡t u3 t❡❧s q✉❡ ✿
∇F (u1)//ex, ∇F (u2)//ey ❡t ∇F (u3)//ez,
♦ù (ex, ey, ez) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R
3✳
❖♥ ♣♦s❡ u1 = (x1, y1, z1)✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❛✐♥s✐ ✿
M(P )

 x1y1
z1

 =

 λ0
0

 ,
❛✈❡❝ λ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
x1 = λ
Minx
Det
,
♦ù Minx = m22×m33−m223 ❡t Det ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ M(P )✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ F (u1) = 0 ♣❡r♠❡t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r λ =
1
x1
✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
x1 =
√
Minx
Det
.
✸✳✹✳ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ✺✺
x1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❝❤❡r❝❤é❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ hx ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r❡s❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s❡ nbx ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
nbx =
x1
hx
.
▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ y2✱ z3 ✿
y2 =
√
Miny
Det
❡t z3 =
√
Minz
Det
❛✈❡❝ Miny = m11 ×m33 −m213 ❡t Minz = m11 ×m22 −m212✳
❊t ❞♦♥❝
nby =
y2
hy
nbz =
z3
hz
.
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞é❝r✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳
✸✳✹ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s
✸✳✹✳✶ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
▲❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❡r❛ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿
❡♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣ré♣♦♥❞é✲
r❛♥t s❡r❛ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞❡st✐♥é à s❡r✈✐r
♣♦✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ♦✉ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦tr❡ ❝❛s✮✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡✉r ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱
q✉✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♣r❡s❝r✐t❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ✭♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛rêt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❡❧ ❝r✐tèr❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ❝❛r
✐❧ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞é❣é♥érés ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ♥✉❧✮✳ ❉❡ t❡❧s
é❧é♠❡♥ts s❡r♦♥t ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r ❛✉ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❢♦r♠❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ tétr❛è❞r❡ K ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
QK =
h3s
VK
,
♦ù hs =
√√√√ 6∑
i=1
h2i ✱ hi ét❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ i ❞✉ tétr❛è❞r❡ K ❡t VK s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ à ❞é✜♥✐r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡
❝♦♠♠❡ s❛ q✉❛❧✐té ♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ r❡❧❛t✐❢ à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡
tétr❛è❞r❡✳ ❙♦✐t P1✱ P2✱ P3✱ P4 ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡ K✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r
❧❡ tétr❛è❞r❡ K ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Mmoy = 1
4
(
4∑
i=1
M−1i
)−1
,
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❋✐❧tr❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s i, j ❡t k ❞✉ ❜❧♦❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t P ✳
❖♥ ♥♦t❡ LSHORT ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡t hP ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r❡s❝r✐t❡ ❛✉
♣♦✐♥t P ✳
♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t A ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ i j k ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts P ❡t A✳
s✐ ✭d < LSHORT × hP ♦✉ d < LSHORT × hA✮ ❛❧♦rs
r❡❥❡t ❞✉ ♣♦✐♥t
✜♥s✐
✜♥ ♣♦✉r
④ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s à ❡①♣❧♦r❡r ✿ ⑥
imin = ⌊ nmax
xmax − xmin × (x− LSHORT × hP ) ⌋
imax = ⌊ nmax
xmax − xmin × (x+ LSHORT × hP ) ⌋
jmin = ⌊ nmax
ymax − ymin × (y − LSHORT × hP ) ⌋
jmax = ⌊ nmax
ymax − ymin × (y + LSHORT × hP ) ⌋
kmin = ⌊ nmax
zmax − zmin × (z − LSHORT × hP ) ⌋
kmax = ⌊ nmax
zmax − zmin × (z + LSHORT × hP ) ⌋
♣♦✉r i ❞❡ imin à imax ❢❛✐r❡
♣♦✉r j ❞❡ jmin à jmax ❢❛✐r❡
♣♦✉r k ❞❡ kmin à kmax ❢❛✐r❡
♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t A ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ i j k ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts P ❡t A
s✐ ✭d < LSHORT × hP ♦✉ d < LSHORT × hA✮ ❛❧♦rs
r❡❥❡t ❞✉ ♣♦✐♥t
✜♥s✐
✜♥ ♣♦✉r
✜♥ ♣♦✉r
✜♥ ♣♦✉r
✜♥ ♣♦✉r
✸✳✹✳ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ✺✼
♦ù Mi ❡st ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Pi ❞❡ K✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ tétr❛è❞r❡ K ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ Mmoy✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ tétr❛è❞r❡ Kmoy✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡ K ♣❛r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ Mmoy ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Mmoy = PmoyΛmoyP−1moy,
❛✈❡❝ Pmoy ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
Mmoy ❡t Λmoy =

 λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3

 ❛✈❡❝ (λi)i=1..3 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Mmoy✳
❖♥ ♣♦s❡ (hi =
1√
λi
)i=1,..,3✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r h1 ✭r❡s♣✳ h2 ❡t h3✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ1 ✭r❡s♣✳ λ2 ❡t λ3✮✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Tmoy tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ Mmoy ❡♥ ❧✬❡s♣❛❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✉s✉❡❧ ❡st ✿
Tmoy = HmoyPmoy
❛✈❡❝ Hmoy ❂


1
h1
0 0
0
1
h2
0
0 0
1
h3

✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ tétr❛è❞r❡ Kmoy s♦♥t Tmoy P1✱ Tmoy P2✱ Tmoy P3 ❡t Tmoy P4✳
▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ tétr❛è❞r❡ Kmoy s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿
QKmoy =
h3s
VKmoy
,
♦ù hs =
√√√√ 6∑
i=1
h2i ❛✈❡❝ hi ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ i ❞✉ tétr❛è❞r❡ Kmoy ❡t VKmoy ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ Kmoy✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿
VKmoy = Det(Tmoy
−−−→
P1P2 , Tmoy−−−→P1P3 , Tmoy−−−→P1P4),
= Det(Tmoy)VK ,
= Det(Hmoy)Det(Pmoy)VK ,
❡t
hi = ‖Tmoy−−→PiPj‖.
❖r✱
Det(Pmoy) = 1,
Det(Hmoy) =
√
λ1 λ2 λ3 =
√
Det(Mmoy),
❡t
‖Tmoy−−→PiPj‖ =
√
t
−−→
PiPjMmoy−−→PiPj .
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ tétr❛è❞r❡ K ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ Mmoy ✿
QK =

 ∑
1≤i<j≤6
t−−→PiPjMmoy−−→PiPj


3
√
Det(Mmoy)VK
❯♥ t❡❧ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té QK ❝❛❧❝✉❧é❡ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s [1 ,+∞[ ❡t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉
tétr❛è❞r❡ ❡st ♣❡t✐t ❡t ♣❧✉s QK s❡r❛ ❣r❛♥❞✳ ❖♥ é✈❛❧✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s✳
✸✳✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❥✉❣❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ li ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ei ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❞♦♥♥é❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s à 1 ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs li ❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ τ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿
τ = exp
(
1
ne
ne∑
i=1
ei
)
❛✈❡❝ ei = li − 1 s✐ li < 1 ❡t ei = 1
li
− 1 s✐ li > 1 ❡t ne ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ r❡♣♦rt❡ ❧❛ s❡♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st l ✭❝❡❝✐ ❜✐❡♥ sûr ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡
♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t τ✮ ❡t ♦♥
❝❛❧❝✉❧❡ τ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ l✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ❡t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st 1✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡t
1
l
✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 10 ❡st tr❛✲
❝é❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞é❝r♦✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞✬❛rêt❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 1 ❡t 2✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ q✉✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té s✉♣ér✐❡✉r à 0.75 s❡r❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❆✉ ✈✉ ❞✉ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ à
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r s❡r❛ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡
1√
2
❡t
√
2✳
l ✺ ✸ ✷
√
2 ✶✳✸ ✶✳✷ ✶✳✶ ✶
τ ✵✳✹✹✾ ✵✳✺✶✸ ✵✳✻✵✻ ✵✳✼✹✻ ✵✳✼✾✹ ✵✳✽✹✻ ✵✳✾✶✸ ✶
❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té
✸✳✹✳ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ✺✾
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0.9
 1
 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10
exp((1/x)-1)
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬❛rêt❡s ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ 1 ❡t 10✳
✸✳✹✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦✉
♥♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♦✉ ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉r
q✉❛❧✐té✳
❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣❡rt♦r✐❡r ❤✉✐t t②♣❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❬●❡♦+✾✽❪✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r✱
♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r ✈♦❧✉♠❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡
❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❡①✐st❛♥ts
✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮ ✿
✕ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✿ ❧❡s tr♦✐s ❝ôtés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛
❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r s❡s ❛♥❣❧❡s✱
✕ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✓❛✐❣✉✔ ✿ ✉♥ ❝ôté ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❣❧❡s ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✐❣✉✱
✕ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✓♦❜t✉s✔ ✿ ✉♥ ❝ôté ❛ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s✱ ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♦❜t✉s✳
❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✳
❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❤✉✐t t②♣❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s
✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮ ✿
✶✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ✓❜♦♥♥❡✔ q✉❛❧✐té ✿ ❧❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✳
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
✷✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♠❛✐s s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❧❡ s❧✐✈❡r✳
✸✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧ ❡t ✉♥ ❞❡ s❡s
s♦♠♠❡ts ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢❛❝❡s✳
✹✳ ❚r♦✐s ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡st ✓♦❜t✉s✔✳
✺✳ ❉❡✉① ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ✓❛✐❣✉✔✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ét❛♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
✻✳ ❙❡✉❧ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ✓❛✐❣✉s✔✳
✼✳ ▲❡ tétr❛è❞r❡ ❛ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ✓❛✐❣✉s✔ ❡t ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ✓♦❜t✉s✔✳
✽✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ✓❛✐❣✉s✔✳
1 . 2 . 5 .
6 . 7 . 8 .
❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡tr❛è❞r❡s✳
✸✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t
❞✬❛rêt❡s ✿ ✐❧ ♠♦❞✐✜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
✸✳✺✳✶ ▲❡s r❡t♦✉r♥❡♠❡♥ts ❞✬❛rêt❡s
▲❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡ ♦✉ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡s
tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s ❝♦q✉✐❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦✉✈❡rt❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣❡❛✉✮ ♦✉ ❢❡r♠é❡s✳ ❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ q✉✬❛✉ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡ ❛②❛♥t ❞❡s
❝♦q✉✐❧❧❡s ❢❡r♠é❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❛✉① ❛rêt❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❡t
❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❧❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t✮ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡
❞❡ ❧✬❛rêt❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ tr♦✐s tétr❛è❞r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts
❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tr♦✐s s✉♣♣r✐♠és✳
✸✳✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✻✶
❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ▲❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
P♦✉r ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥❡ ❝♦q✉✐❧❧❡ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②❣♦♥❡ ❞♦♥t
❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ tr❛✐té❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✳
❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❈♦q✉✐❧❧❡s ❞✬❛rêt❡ ❡t ✓♣s❡✉❞♦✔ ♣♦❧②❣♦♥❡s ❛ss♦❝✐és✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①❛♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rêt❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
r❡❧✐❡r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s✱
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈❛t❛❧❛♥ ❞✬♦r❞r❡ n ✿
Cat(n) =
(2n− 2)!
n!(n− 1)! ,
❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
n+1 é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ✭Nn✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ Trn ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
n ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶
Nn ✶ ✷ ✺ ✶✹ ✹✷ ✶✸✷ ✹✷✾ ✶✹✸✵ ✹✽✻✷
Trn ✶ ✹ ✶✵ ✷✵ ✸✺ ✺✻ ✽✹ ✶✷✵ ✶✻✺
❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ✿ ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦q✉✐❧❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t 8 tétr❛è❞r❡s✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ 132 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés à t❡st❡r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡✳
❧✐♠✐tés à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s r❡t♦✉r♥❡♠❡♥ts ❞✬❛rêt❡s q✉✐ ♦♥t ❛✉ ♣❧✉s 7 tétr❛è❞r❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❝♦q✉✐❧❧❡✱
❝❡❝✐ ❝♦✉✈r❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ 50% ❞❡s ❝❛s✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✕ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❛❧✐❞❡s ♦✉
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s q✉❛❧✐tés✱
✕ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❝✉❧❡ ✿ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s tétr❛è❞r❡s✳
✸✳✺✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✓tr♦♣ ❝♦✉rt❡✔ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té✱ s✐ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à
1√
2
✮✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛rêt❡ AB✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t C✳ ❚r♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❛❧♦rs ✿ ♣r❡♥❞r❡ C = A✱ C = B ♦✉ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t C ❡♥tr❡ A ❡t B✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❢✉s✐♦♥♥❡r
✉♥❡ ❛rêt❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t rés✉❧t❛♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t C s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢✉s✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
1√
2
t♦✉t
❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝ré❡r ❞✬❛rêt❡s tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à
√
2✮✳ ■❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳
✸✳✺✳✸ ❇♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts
▲❡ ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♣r❡s❝r✐t❡s✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P ′ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t P t❡❧ q✉❡ ✿
✕ t♦✉s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t P ′ ❛✐❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s
❞❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t P ✱
✕ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ♣♦✐♥t P ′ s♦✐❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
✸✳✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✻✸
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
❙♦✐t AB ❧✬❛rêt❡ à ❢✉s✐♦♥♥❡r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r B s✉r A ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ ♣♦✐♥t
B✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t B✳
❖♥ ♣♦s❡ crit ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s tétr❛è❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡✳
④❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✿ ⑥
s✐ ✉♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① tétr❛è❞r❡s ❛ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❡ crit ❛❧♦rs
❢✉s✐♦♥ r❡❢✉sé❡
s✐♥♦♥
④✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ✿ ⑥
s✐ ✉♥❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à
√
2 ❛❧♦rs
❢✉s✐♦♥ r❡❢✉sé❡
✜♥s✐
✜♥s✐
s✐ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été r❡❢✉sé❡ ❛❧♦rs
④♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿⑥
♣♦✉r t♦✉t ❧❡s tétr❛è❞r❡s tet ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t B ❢❛✐r❡
s✐ AB ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ tet ❛❧♦rs
❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ tet✳
s✐♥♦♥
❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t B ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t A ❞❛♥s ❧❡ tétr❛è❞r❡ tet✳
✜♥s✐
✜♥ ♣♦✉r
✜♥s✐
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t P ✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t P ❡st ❜❛sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❝❡ ♣♦✐♥t
✭❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✮✳
❙♦✐t nb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ P ✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡ i ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P ✱ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ P opti ❞✉ ♣♦✐♥t P ✳ ◆♦t♦♥s FP ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ i ♦♣♣♦sé❡ à P ✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥
P opti ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r❡s❝r✐t❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ FP ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t Pj ❞❡ ❧❛
❢❛❝❡ FP ✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t P t❡❧ q✉❡ l(PPj) = 1✱ ❧❡ ♣♦✐♥t P
opt
i ❡st ❡♥s✉✐t❡
❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✿
P opti =
1
3
3∑
j=1
(P +
−−→
PPj
l(PPj)
) ✭✸✳✾✮
❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ P ′ ❞✉ ♣♦✐♥t P ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s P opti ❝❛❧❝✉❧és ✿
P ′ =
1
nb
∑
i=1,..,nb
P opti . ✭✸✳✶✵✮
❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✓♦♣t✐♠❛❧❡✔ P ′ ❞✉ ♣♦✐♥t P ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r P ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✿
P = (1− ω)P + ωP ′, ✭✸✳✶✶✮
♦ù ω ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❞é❝r✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❜♦✉❣é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❇♦✉❣é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P
❙♦✐❡♥t P ❧❡ ♣♦✐♥t à ❜♦✉❣❡r✱ LSHORT ✭r❡s♣✳ LLONG✮ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✭r❡s♣✳ ❣r❛♥❞❡✮ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛rêt❡
❛❞♠✐s❡✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P ✳
❖♥ ♥♦t❡ nb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡✳
❙♦✐t cal ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s tétr❛è❞r❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡✳
♣♦✉r t♦✉t tétr❛ètr❡ teti ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❢❛✐r❡
❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ P1P2P3 ♦♣♣♦sé❡ à P ✳
❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐♥t P opti ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tétr❛è❞r❡ teti
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✮✳
✜♥ ♣♦✉r
❙♦✐t P ′ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✳
❙♦✐t ω ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
R = (1− ω)P + ωP ′
④❚❡st ❞❡ ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ❜♦✉❣é ✿ ⑥
♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ R ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧ q ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ teti
s✐ q > cal ❛❧♦rs
❜♦✉❣é r❡❥❡té
✜♥s✐
♣♦✉r t♦✉t ❛rêt❡ ❞❡ teti ❝♦♥t❡♥❛♥t P ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉rs l ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ✿
s✐ ✭l > LLONG ♦✉ l < LSHORT ✮ ❛❧♦rs
❜♦✉❣é r❡❥❡té
✜♥s✐
✜♥ ♣♦✉r
✜♥ ♣♦✉r
✸✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✻✺
✸✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
✸✳✻✳✶ ❈❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✜♥
❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ t❡sts s♦♥t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✿ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞✬❛❜♦r❞
à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❞✬❛✉tr❡s sér✐❡s ❞❡ t❡sts s♦♥t ❢❛✐t❡s ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝
❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❛♥s ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♥❡ ✭♦✉ ❛✈❡❝
♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s✮✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①é❝✉té ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
✕ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡✳
P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥str✉✐t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✱ ♦♥ s✬✐♥té✲
r❡ss❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞é✜♥✐ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▼étr✐q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛❧✐❣♥é❡ s✉r ❧❡s ❛①❡s
❖♥ ♣r❡s❝r✐t s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥♥é ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿
M(P ) =


1
α2h2
0 0
0 1
β2h2
0
0 0 1
γ2h2


P❧✉s✐❡✉rs sér✐❡s ❞❡ t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α✱ β ❡t γ✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ à ♣❛s
❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t 41 974 é❧é♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮ ❡t ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❝❡✉① ♦❜t❡✲
♥✉s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 5759 tétr❛è❞r❡s✳✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✵✮✳
❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α, β, γ✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés
s♦♥t ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ♣r❡s❝r✐t❡s ✿ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s t❡stés✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té
❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 0, 75 ❛♣rès 5 ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ♥✬✐♥✢✉❡
♣❛s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✿ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞❡ q✉❛❧✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s ✿ ❝❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❆❞❛♣t❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞♦♥❝ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ét❛♣❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❛♥t ♦♥ ❞é❜✉t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s❛♥s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ✿ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧ ét❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛tt❡♥❞✉✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r✳
▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✭♣❧✉s ❞❡ 70% ❞❡s tétr❛è❞r❡s ♦♥t
✉♥❡ q✉❛❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
ne τ CPU Q < 3
α = 2
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✷✵ ✸✶✷ ✵✱✽✸✷✼ ✷✷✱✸✻ ✾✾✱✾✸
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✽ ✺✻✾ ✵✱✽✹✸✵ ✺✱✷✻ ✾✾✱✾✷
α = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✵ ✾✷✺ ✵✱✼✾✽✻ ✶✺✱✵✻ ✾✶✱✹✻
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✵ ✷✵✶ ✵✱✽✵✾✷ ✷✱✽✷ ✾✵✱✽✻
α = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✾✺✹ ✵✱✼✻✽✹ ✶✹✱✷✵ ✼✽✱✹✶
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✺✺✷ ✵✱✼✽✷✾ ✵✱✼✾ ✼✽✱✽✷
β = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✶ ✵✾✹ ✵✱✼✾✽✻ ✶✻✱✵✵ ✾✵✱✻✾
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✵ ✹✶✻ ✵✱✽✵✻✻ ✷✱✹✺ ✾✵✱✷✺
β = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✾✻✺ ✵✱✼✼✶✽ ✶✹✱✺✵ ✼✻✱✻✼
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✺✾✵ ✵✱✼✽✶✾ ✶✱✸✹ ✼✻✱✸✾
γ = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✶✵✸✶ ✵✱✼✾✺✸ ✶✼✱✼✸ ✾✵✱✾✹
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✵✹✽✶ ✵✱✽✵✹✻ ✸✱✶✻ ✾✵✱✻✹
γ = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✽✵✾✽ ✵✱✼✻✽✸ ✶✸✱✸✽ ✼✼✱✹✵
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✻✸✼ ✵✱✼✽✵✸ ✶✱✶✾ ✼✼✱✶✷
❚❛❜✳ ✸✳✸ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❧✐❣♥é❡ s✉r ❧❡s ❛①❡s ❡♥ ♣❛r✲
t❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡✳
ne τ CPU Q < 3
α = 2
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✺ ✶✸✸ ✵✱✽✺✶✻ ✶✺✱✼✼ ✾✾✱✼✻
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✻ ✽✽✵ ✵✱✽✺✷✶ ✻✱✵✻ ✾✾✱✾✵
α = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✽✺✶✸ ✵✱✽✷✷✾ ✺✱✼✹ ✽✵✱✺✵
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✾✹✶✾ ✵✱✽✷✺✸ ✷✱✵✵ ✽✸✱✹✺
α = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✸✸✵ ✵✱✼✷✾✽ ✸✱✺✹ ✹✻✱✹✶
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✻✶✺ ✵✱✼✺✷✸ ✶✱✹✺ ✺✺✱✵✼
β = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✽✸✻✻ ✵✱✽✷✻✽ ✻✱✾✸ ✽✵✱✼✷
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✾✸✻✹ ✵✱✽✷✼✾ ✷✱✺✺ ✽✹✱✵✶
β = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✻✻✼ ✵✱✼✽✶✾ ✷✱✻✽ ✻✺✱✵✺
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✻✺✼ ✵✱✼✽✺✾ ✵✱✻✽ ✻✺✱✸✼
γ = 5
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✽✹✹✽ ✵✱✽✷✵✸ ✻✱✻✸ ✽✶✱✹✵
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✾✺✹✾ ✵✱✽✷✻✾ ✸✱✶✺ ✽✺✱✺✵
γ = 10
1e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✶✽✸ ✵✱✼✶✾✷ ✸✱✼✽ ✹✼✱✻✸
5e ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✻✻✹✹ ✵✱✼✻✹✵ ✵✱✾✺ ✺✽✱✸✾
❚❛❜✳ ✸✳✹ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❧✐❣♥é❡ s✉r ❧❡s ❛①❡s ❡♥ ♣❛r✲
t❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉①✳
✸✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✻✼
r❡st❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts
♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡
♣r❡s❝r✐t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té✳
◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ✿ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ α = 2✱ β = 1 ❡t
γ = 1 ❀ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ α = 1✱ β = 5 ❡t γ = 1 ❀ ❡♥ ❜❛s α = 1✱ β = 1 ❡t γ = 10 ✳
❈❛♣t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝♦❞❡ ✈❛❧✐❞é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s t❡sté ❛✈❡❝ ✉♥
❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ✉♥
s✉♣❡rt♦r♦ï❞❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿

x = cosn1(θ)(r0 + r1 cos
n2(φ)),
y = sinn1(θ) (r0 + r1 cos
n2(φ)),
z = (r0 + r1) sin
n2(φ),
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
♦ù θ ❡t φ ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s [0, 2π] ❡t r0+ r1 ✭r❡s♣✳ r0− r1✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❡①t❡r♥❡ ✭r❡s♣✳ ✐♥t❡r♥❡✮
❞✉ t♦r❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù n1 = n2 = 0, 2✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ R4✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r [−1, 1]3
♣❛r ✿
f1(x, y, z) = tanh((x+ 1.3)
α (y − 0.3)β zγ),
❛✈❡❝ α = 10✱ β = 5 ❡t γ = 3✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣é♥❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛
♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t s❛♥s ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♥❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳ ❯♥ t❡❧ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉
❣râ❝❡ à ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ✿ ②❛♠s ❬❋r❡✵✶❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 14 363 ♣♦✐♥ts
❡t 42 877 tétr❛è❞r❡s✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té
❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s 1 ❡t 5✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ s✉r ✉♥ ❝❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡s♣❡❝t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛
♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❛♣rès 5 ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿ 0, 8506✳ ❉❡ ♣❧✉s
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ✭♣❧✉s ❞❡ 90%✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ❝♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 5✮✳
ne τ CPU ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
✐tér❛t✐♦♥ ✶ ✷✷✶ ✸✷✷ ✵✱✽✸✺✵ ✹✺✶✱✽✺ ✾✷✱✶✵
✐tér❛t✐♦♥ ✺ ✷✺✽ ✸✹✹ ✵✱✽✺✵✻ ✷✷✻✱✸✹ ✾✸✱✹✹
❚❛❜✳ ✸✳✺ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
❈❛♣t✉r❡ ❞❡ ❝❤♦❝s ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡
P♦✉r ❝❡s t❡sts✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ✉♥ t♦r❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝②❧✐♥❞r❡s✳
✸✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✻✾
❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés✳
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❈❤♦❝ ♣❧❛♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
h1 = hmax|1− e−|x−0,5||+ 0, 003
❛✈❡❝ hmax = 0, 2✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
M = RΛR−1 ❛✈❡❝ Λ =

 h−21 0 00 h−2max 0
0 0 h−2max

 ❡t R =

 1 0 00 1 0
0 0 1

 .
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ ❝♦♥t✐❡♥t 22 379 ♥÷✉❞❡s ❡t 103 348 é❧é♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❝❡
❝❤♦❝✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ 5 ✐tér❛t✐♦♥s ✿ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é❡
s✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s
❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s 1 ❡t 5✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 0, 75 ❡♥ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ à ♠❡s✉r❡
q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
ne τ CPU ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
✐tér❛t✐♦♥ ✶ ✺✽ ✽✻✾ ✵✱✼✻✷✽ ✶✵✸✱✼✷ ✼✵✱✻✼
✐tér❛t✐♦♥ ✺ ✺✹ ✸✸✼ ✵✱✼✽✻✼ ✷✺✱✹✼ ✼✶✱✷✽
❚❛❜✳ ✸✳✻ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ♣❧❛♥ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡✳
❈❤♦❝ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❤♦❝ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ R = 1 ❡t
❞✬❛①❡ z = 0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
h1 = hmax|1− e−2|x2+y2−R2||+ 0, 0015,
❛✈❡❝ hmax = 0, 14✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
M = RΛR−1 ❛✈❡❝ Λ =

 h−21 0 00 h−2max 0
0 0 h−2max

 ❡t R =

 x/r −y/r 0y/r x/r 0
0 0 1

 ,
✸✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✼✶
❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ♣❧❛♥ ❡t ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳
♦ù r =
√
x2 + y2✳
❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣é♥❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ t♦r❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛❞❛♣té à
❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ②❛♠s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡♥ tétr❛è❞r❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞❡ 36 068 ♣♦✐♥ts ❡t 175 272 tétr❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❛❞❛♣t❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s 1 ❡t 5✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❛♣rès ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st
❜✐❡♥ ♠♦✐♥s é❧❡✈é q✉✬❛♣rès ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ❞é❥❛ s✉♣ér✐❡✉r à 0, 75✳ ▲❛ q✉❛❧✐té
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✿ ♣rès ❞❡ 85% ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡
q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✳❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝réés s♦♥t très
❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❡t ❛❣r❛♥❞✐s✲
s❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳
ne τ CPU ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
✐tér❛t✐♦♥ ✶ ✶✵✽ ✼✼✽ ✵✳✼✻✺✺ ✻✾✹✱✷✹ ✼✽✱✹✾
✐tér❛t✐♦♥ ✺ ✶✶✵ ✻✺✸ ✵✳✽✵✷✶ ✾✵✱✾✺ ✽✹✱✾✵
❚❛❜✳ ✸✳✼ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡✳
✸✳✻✳✷ ❆✐❧❡ ❆●❆❘❉ ❡♥ ré❣✐♠❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡
▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ét❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛♣t✉ré❡ s✉r ❧❡s ❝❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts s✉r ❞❡s ❝❛s ré❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❞✬✉♥
♣r♦✜❧ ❞✬❛✐❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❆●❆❘❉✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧ s♦♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❞❡ 1.8 ❡t ✉♥ ❛♥❣❧❡
❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ 5◦✳ ❈❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ P♦✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❬▼♦❤✾✹❛❪✳ ❯♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①
❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼❯❙❈▲ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ❱❛♥
❆❧❜❛❞❛✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ❡st ❡✛❡❝t✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❘♦❡✳ P♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❡♥ t❡♠♣s✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ à tr♦✐s ♣❛s ❛ été ✉t✐❧✐sé✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❝ô♥❡s ❞❡ ▼❛❝❤ ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦♥❞❡s
❞❡ ❝❤♦❝s✮ ❧♦✐♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été ❛❞❛♣té 10 ❢♦✐s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✸✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ s♦❧✈❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
ε = 0.05, hmin = 0.03m ❡t hmax = 5m.
❆✜♥ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝s✱ ♦♥ ❛ r❡t❡♥✉ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❞é❜✉té
s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ ❝♦♥t❡♥❛♥t 16 990 s♦♠♠❡ts ❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣té ❝♦♥t❡♥❛♥t 231 916 s♦♠♠❡ts✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✱ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ à ❞r♦✐t❡✳
✸✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ✼✸
❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐❧❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ 10 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❛♣tés✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♦ù ❧❡s té✲
tr❛è❞r❡s s♦♥t ❝♦✉♣és ❡♥ ❤ér✐ss♦♥✱ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉①
✐tér❛t✐♦♥s 1 ❡t 10✳ ❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❝❤♦❝s✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ô♥❡s ❞❡ ▼❛❝❤ é♠✐s ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❆●❆❘❉ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ❝❛♣t✉r❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣❛❣❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤✳ ■❧s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ 10 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ✕ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❖♥ r❡✲
♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ✭τ✮ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 80✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❝♦♥str✉✐ts s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✭♣❧✉s ❞❡ 90% ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✮✳
✸✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✼✺
❆❞❛♣t❛t✐♦♥s np ne nf τ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
■tér❛t✐♦♥ ✵ 16 990 84 703 12 038
■tér❛t✐♦♥ ✶ 28 038 152 315 12 038 ✵✱✽✵✷ ✾✺✱✽✹
■tér❛t✐♦♥ ✺ 137 164 811 805 12 038 ✵✱✽✵✹ ✾✼✱✻✷
■tér❛t✐♦♥ ✶✵ 231 916 1 375 130 12 038 ✵✱✽✵✹ ✾✼✱✷✺
❚❛❜✳ ✸✳✽ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛✐❧❡
❆●❆❘❉ ❡♥ ré❣✐♠❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳
✸✳✼ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ♦✉ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝r②♦❝❤✐r✉r❣✐❡✮ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♣❡✉t r❡st❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉❜s♦♥✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❛✐❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥✮✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r ét❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✲
❧✉♠❡✱ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦rt❛✐t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é à ré✢é❝❤✐r
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥sér❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞✬② ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡ tr❛✐t❡r ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ✭✐✳❡✳✱ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❡st
❛✉t♦r✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝✱ ❛✈❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❞✬✐♥sér❡r ♦✉ ❞✬❡♥❧❡✈❡r ❞❡s
♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐r❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✮✳ P♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s✉♣♣♦rt ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣♦✉✈❡r♥❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❝❤❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t q✉❡ ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ét❛✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝
❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✐♥sér❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s
❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉❛♥❞ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡✳
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
✸✳✼✳✶ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssé à ✉♥ ♠♦②❡♥ ✓s✐♠♣❧❡✔ ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ✿ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ✐♥sérés ♣❛r ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ♣❡❛✉ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣❡❛✉ s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❡t ♠❛rq✉é❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s✳ P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❛✉ ♠✐❡✉①
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♦♥ ❞é❝♦✉♣❡ ✓à ♣❧❛t✔ ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡✉❧ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s s♦♥t
❛✉t♦r✐sés✳ ▲❡s tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t ❞é❝♦✉♣és ❡♥ ❞❡✉① ♦✉ q✉❛tr❡ tr✐❛♥❣❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷✷✳ ◗✉❛♥❞ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦✉♣♦♥s
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛rêt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ s♦♥t
tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r s✉❜❞✐✈✐s❡r ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✮✳ ❖r
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✷ ✕ ❉é❝♦✉♣❛❣❡s ❛✉t♦r✐sés ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ✕ ❉é❝♦✉♣❛❣❡s ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉♣é❡s✳
✸✳✼✳✷ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ r❛✣♥é ❛✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✮✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✺✳✷✮✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✿
i) ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱
ii) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ à
❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❛rêt❡s très ♣❡t✐t❡s ♦✉ très ❣r❛♥❞❡s q✉✐
❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❡♥❧❡✈é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✱
iii) ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡ ✭❡♥ ét✉❞✐❛♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s✮✱
iv) ❧❡s tétr❛è❞r❡s ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❝❡tt❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ✈❛❧✐❞❡ ✭♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té✮✳
✸✳✼✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡
P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t s❡✉❧ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✸✳✼✳✶ à été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳
❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶ ❡t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❧❡ ❝❛♣t✉r❡r
s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ (0, 0, 0) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ 1✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ♣r❡s❝r✐✈❛♥t
❝♦♠♠❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
✸✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✼✼
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡t
♦♥ ❛❞❛♣t❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❛❞❛♣té s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷✹✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 5 ✿ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ✐♥sérés ❛✉
❜♦♥ ❡♥❞r♦✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢r♦✐ssé❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣té s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✳ ❙✉r ❝❡✉①✲❝✐✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ✓♠♦t✐❢s✔
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t s✉r❝♦♥♥❡❝tés ✿ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t
❞✉s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ♣♦✉r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♥❞✉✐t
❛✉ss✐ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✭❞❡
♣❡t✐t❡s ❛rêt❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳ P♦✉r ré✉ss✐r à ❡♥❧❡✈❡r ❝❡s ♣♦✐♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✭r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡ ❡t ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✾✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
s♦♥t ✐♥sérés s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ ❝❡tt❡ ✐♥❞✐❝❡ ♣❛ss❡ ❞❡ 0, 855 à 0, 868✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❞✬❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡
1√
2
❡t
√
2 ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛❞❛♣té✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ✭❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉
♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥t ♣❛ss❡ ❞❡ 32 à 9✳
✸✳✼✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈♦✉❧✉ ❡♥s✉✐t❡ t❡st❡r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❝②✲
❧✐♥❞r❡ s✉r ✉♥ t♦r❡ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
ré❣✉❧✐❡r ❞✉ t♦r❡ ❡t ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❛❞❛♣té à ❧✬✐tér❛t✐♦♥
10 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
❞✉ ❝❤♦❝✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❛❣r❛♥❞✐t ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝réés s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✕ ❆❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té✳
nt ne
1√
2
< l <
√
2✭❡♥ ✪✮ τ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮ ◗❜❛❞
✐tér❛t✐♦♥ ✶
s✉r❢❛❝❡ ❛❞❛♣té❡ ✹✺ ✸✼✷ ✻✹✽ ✽✻✹ ✾✸✱✼✸ ✵✱✽✻✻✺ ✾✾✱✾✶ ✽✱✽✾
s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✹✵✼✹ ✻✹✵ ✺✹✻ ✽✾✱✻✵ ✵✱✽✺✺✼ ✾✽✱✹✽ ✸✺✱✽✺
✐tér❛t✐♦♥ ✺
s✉r❢❛❝❡ ❛❞❛♣té❡ ✹✺ ✸✼✷ ✻✻✺ ✾✺✹ ✾✹✱✹✸ ✵✱✽✻✽✽ ✾✾✱✾✷ ✾✱✶✺
s✉r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✹✵✼✹ ✼✶✹ ✾✹✽ ✽✽✱✽✺ ✵✱✽✺✹✾ ✾✽✱✸✾ ✸✷✱✻✶
❚❛❜✳ ✸✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♦✉ ♥♦♥ ❛❞❛♣té❡✳
✸✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✼✾
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❝r✐t❡ ✭❧❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s✮✱ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s s✉r♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝✳
P✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬♦♣t✐♠❛t✐♦♥s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❜♦✉❣é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❧❡s r❡t♦✉r♥❡♠❡♥ts ❞✬❛rêt❡s
♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡
r❡♠❛✐❧❧❡✉r ②❛♠s ❡t ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ à ❞r♦✐t❡✮✳
P♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝❛♣t❡r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✷✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦✲
tr♦♣❡✳
✸✳✼✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✵ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✿ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥sér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ ♣❡❛✉ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ré✉ss✐r à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛✈✐té
à ♣❛rt✐r ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ ♣❡❛✉✱ ❝❛✈✐té q✉✐ s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬ét♦✐❧❡r ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱
q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ✭à ♥♦tr❡ ✐❞é❡✮ ❞❡ ❧❡s rés♦✉❞r❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ✐❝✐ ✿
✕ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❧❛ ❝❛✈✐té r❡❧❛t✐✈❡ à P ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s
❛✉① tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓s♣❤èr❡s ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✔ ♣♦✉r
✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦tr❡ ✐❞é❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s♣❤èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ s❡r❛✐t ❧❡
❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✮✳
✕ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❛r ❛❞❥❛❝❡♥❝❡ s✉r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❊♥
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✕ ❆❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ❀
à ❞r♦✐t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ②❛♠s✳
C
C
❋✐❣✳ ✸✳✷✽ ✕ ❙♣❤èr❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳
✸✳✽✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ✽✶
❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ❝réé❡s ♥❡ s♦✐t ♣❛s à ❝♦♥tr❡✲❝♦✉r❜✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ s♦✉✲
❤❛✐t❡ r❡♠❛✐❧❧❡r ✉♥ ❝✉❜❡✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s r❡❧✐❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✕ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❧❡ ♣♦✐♥t ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s êtr❡ ét♦✐❧é s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❝❛✈✐té à ♣❛rt✐r
❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣❡❛✉ ✭♠❛✐s ♣❛s
❞❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ♣❡❛✉✮ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝❛✈✐té
❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ❛♥❛✲
❧②s❡r❛ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣❡❛✉ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t q✉✐ r❛❥♦✉t❡r❛ à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❡s
tétr❛è❞r❡s ♠❛♥q✉❛♥ts✳
✸✳✽ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡
❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❝✐❞é ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ❢r♦♥✲
t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s❛♥s ❧❡s ❞é❢♦r♠❡r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛✐❧❧é ❡♥ tétr❛è❞r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣r❡s❝r✐t s✉r
t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ P✉✐s ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱
❜♦✉❣❡r ❧❡s ♥÷✉❞s✮✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❞✬❡①❤✐❜❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♠♦❜✐❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❜♦✉❣❡♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✈♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ s❡ ❞é❢♦r♠❡r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛
à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té ✭✈♦✐r❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ✐♥✈❛❧✐❞❡s✮✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❯♥
♣r❡♠✐❡r t❡st ❛ ❝♦♥s✐sté à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿{
∆u = f s✉r Ω,
u = u0 s✉r ∂Ω.
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s
♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t✳
P♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t♦✉r♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❇❛❦✵✷❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ǫ ✿
ǫij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
, i, j = 1, 2, 3
♦ù u r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s σ s✬é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ✿
σij = λ (ǫ11 + ǫ22 + ǫ33) δij + 2µ ǫij i, j = 1, 2, 3
❛✈❡❝ λ ❡tµ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é ❡t δij ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r
❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣r❡s❝r✐t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♥✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♥÷✉❞s✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❜♦✉❣❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts
♣♦✉r ❧❡s ❛♠❡♥❡r t♦✉s à ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ✿
✕ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿
❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣♦✐♥ts ❜♦✉❣❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ rés✉❧t❛♥t s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ✭✐✳❡✳✱ t♦✉s ❧❡s tétr❛è❞r❡s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦s✐t✐❢✮✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r❝♦✉r✉
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r❡s❝r✐t✳
✕ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ✿
❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ tr✐és ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t tr❛✐tés ✉♥ ♣❛r ✉♥
t❛♥t q✉❡ t♦✉s ♥✬♦♥t ♣❛s ré✉ss✐ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❞❡s t❡st ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✭s♣❤èr❡✱ ❝✉❜❡✱ ✈♦✐t✉r❡✱ ✳✳✳✮ ✐♠♠❡r❣é ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣r❡s❝r✐t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st
❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❖♥ ✐tér❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❛♥t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t
♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ❜♦✉❣é ✭✐✳❡✳✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾
✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳
✸✳✽✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ✽✸
❋✐❣✳ ✸✳✷✾ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡✳
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❡t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❋r❡❡❋❡♠✸❞✶✵ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙✳ ❉❡❧ P✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦♥t s✉✐t❡
❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉❧❡✈és ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❉❡❧✵✷❪ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡✱ ❧✬✐❞é❡ ét❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❞❡s ③♦♥❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ✓❝❛s ♣❛✲
t❤♦❧✐❣✐q✉❡s✔ ♦♥t été ❞ét❡❝tés ❡t r❡st❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦♥ rés♦❧✉s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧✐és à ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s q✉✬✐❧s
s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♥❢♦♥❞✉s ✭❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❧à✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦rt❡r q✉❡❧q✉❡s
tr♦✉s✮✳
❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ très ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
P♦✉r s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ②❛♠s ❬❋r❡✵✶❪✳ ■❧ r❡st❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡♥ tétr❛è❞r❡s ❜❛sé s✉r ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣❤s✸❞ ❬●❡♦✾✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡s ❢❛ç♦♥s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t
❡st ❞é❝r✐t❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❡r✳ ◗✉❡❧q✉❡s
♠♦ts s✉r ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts s❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡ é❝r✐ts✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋r❡❡❋❡♠✸❞✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✭❈❙●✶✶✮✳ ▲❛ s❝è♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝réé❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
✭✉♥✐♦♥s✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳✳✳ ✮ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭s♣❤èr❡s✱ ❝②❧✐♥❞r❡s✱ ♣❧❛♥s✳✳✳ ✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ P♦✈✲❘❛② ❬❲❛r❪✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❡♥❞✉ ✸❉ ✭❘❛② tr❛❝✐♥❣✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❤♦t♦✲ré❛❧✐st❡s✱ ❛ été ❝❤♦✐s✐✳
✶✵❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❢r❡❡❢❡♠✳♦r❣✴✛✸❞✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧
✶✶❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❙♦❧✐❞ ●❡♦♠❡tr②
✽✺
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
▲❡s ♦❜❥❡ts s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❖♥ ♥♦t❡ < P > ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦✉ ♣♦✐♥t ❞❡ R3✳
✕ ❈✉❜❡ ✿ ❜♦① {< Coin1 >,< Coin2 >}
✕ ❙♣❤èr❡ ✿ s♣❤❡r❡ {< Centre >,Rayon}
✕ ❈②❧✐♥❞r❡ ✿ ❝②❧✐♥❞❡r {< Point− FaceBas >,< Point− FaceHaut >,Rayon}
✕ P❧❛♥ ✭❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡✮ ✿ ♣❧❛♥❡ {< Normal >,Distance}
✕ ❚♦r❡ ✿ t♦r✉s {Rayon− interne,Rayon− externe}
✕ ❈ô♥❡ ✿ ❝♦♥❡{< Point−Base1 >,Rayon−Base1, < Point−Base2 >,Rayon−Base2}
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✿
✕ ❘♦t❛t✐♦♥ ✿ r♦t❛t❡ < α, β, γ > ❛✈❡❝ α ✭r❡s♣✳ β✱ γ✮ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡
x✱ y✱ z✳
✕ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿ tr❛♥s❧❛t❡ < t1, t2, t3 >
✕ ▼✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✿ s❝❛❧❡ < a, b, c > ❛✈❡❝ a ✭r❡s♣✳ b✱ c✮ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s x✱ y ❡t z✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ✿
✕ ✉♥✐♦♥ ✿ ✉♥✐♦♥ {OBJETS...}
✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ {OBJETS...}
✕ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✿ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡ {OBJETS...}
✕ ✐♥✈❡rs❡ ✿ ♦❜❥❡❝t {<< ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t >> ✐♥✈❡rs❡}
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❞ét♦✉r♥é❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ❡t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✿ ♣✐❣♠❡♥t {❝♦❧♦r r❣❜ <
a, b, c >} ❛✈❡❝ a✱ b✱ c ❞❡s ré❡❧s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ré❣✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ s❡
tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ♦✉ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s✳ ▲❛ s❝è♥❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✉♥✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧❡s ♣r✐♠✐✈❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r < 1, 0, 0. >✱ < 1, 0, 1 >✱ < 1, 1, 1 > ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✮ ✿
✐♥s✐❞❡✭❁✶✱✵✱✵✳❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✶✱✵✱✶❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✶✱✶✱✶❃✮
❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣✐❧é❡ ❡t ♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω
q✉✐ r❡♥s❡✐❣♥❡ s✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥s Ω ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

f(P ) = 0 s✐ P ∈ ∂Ω
f(P ) > 0 s✐ P ∈ Ω
f(P ) < 0 s✐♥♦♥
✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
✹✳✷✳✶ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡ ♠♦❞✐✜é ❬❉❡❧✵✷❪ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✹✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✽✼
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡ ❬▲♦r+✽✼❪ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
❛✉① ♥÷✉❞s ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡t à ❝❤❡r❝❤❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ q✉✐ ❝♦✉♣❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st ré♣❡rt♦r✐é ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♦✉ ♥✬❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ▼♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡✳ ▲❡s ❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡t ✭f > 0✮✳
❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥
tétr❛è❞r❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❞❡ ❝❛s ❛♠❜✐❣✉s ✿ s❡✉❧ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥
tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ▼♦t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛✳ ▲❡s ❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ♣ré❝✐s❡s ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣ré✲
❞é✜♥✐s q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛ss❡ très ♣rès ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✱
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❣r♦ss✐èr❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❡st ❞♦♥❝ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉①✲
q✉❡❧s ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦✉♣❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♣❛r ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛✲
❤❡❞r❛✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡st❡ ♠❛❧ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✿ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❡t ❞♦♥❝ ♠❛sq✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞ét❛✐❧s q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞s q✉✐ s♦♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C0✳ ❙✉r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦♥tré❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❯♥ ❝✉❜❡ ❞✐s❝rét✐sé
♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝✉❜❡
s♦♥t ♠❛✐❧❧é❡s ✓❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✔ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st très ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ✭♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋r❡❡❋❡♠✸❞✮✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ✿ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs à
❞✐s❝rét✐s❡r ❀ ❡♥ ❣r❛s ❧✬❛rêt❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é❡✳
✹✳✷✳✷ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C0✱ ❝❡s ♦❜❥❡ts ✭♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝♦♠♣r✐s❡s✮ s❡r♦♥t
❞é❝r✐ts ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝✉❜❡ ✭❜♦①✮ s❡r❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r s✐①
♣❧❛♥s✮ ❡t ♦♥ tr❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t
♣rés❡♥t❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ✿
i) ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C0 ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥ ❝✉❜❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✻ ♣❧❛♥s✱
ii) ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭q✉✐ s♦♥t t♦✉t❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C1✮ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s q✉✐ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✱
iii) ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t s✉❝❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛✈♦✐r ❧✐❡✉✮✱
iv) ❞❛♥s ❝❡s tétr❛è❞r❡s✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s✱
v) ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥t❡rs❡❝té✱ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❡t s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r ❡st ♠❛✐❧❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r
♣❧❛♥ ✭❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✮✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ été ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ❬❉❡❧✵✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ♣r❡♠✐❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡♥❞✉
❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ✿ ❧❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s s♦♥t
❜✐❡♥ r❡s♣❡❝té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡✳
P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❡s ❛①❡s ✿
❜♦① {< −2,−2,−2 >,< 2, 2, 2 > r♦t❛t❡ < 10, 20, 30 > ♣✐❣♠❡♥t{❝♦❧♦r r❣❜ < 1, 1, 1 >}},
✕ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s ✿
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥{ s♣❤❡r❡{< 1, 1, 1 >, 4}
s♣❤❡r❡{< −1,−1,−1 >, 4}
♣✐❣♠❡♥t{❝♦❧♦r r❣❜ < 1, 1, 1 >}}
✹✳✸✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✽✾
✕ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❡t ✉♥ ❝✉❜❡ ✿
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥{ ❜♦① {< −2,−2,−2 >,< 2, 2, 2 > r♦t❛t❡ < 10, 20, 30 >}
s♣❤❡r❡{< 1, 1, 1 >, 4}
♣✐❣♠❡♥t{❝♦❧♦r r❣❜ < 1, 1, 1 >}}
❙✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❡t ✹✳✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♣rès✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ s✉r t♦✉t ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s
❛rêt❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❛♣t✉ré❡s✳
❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝✉❜❡ tr✐❛♥❣✉❧é ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é✳ ❆
❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝✉❜❡ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ③♦♥❡s C0✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝réé ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❡✉r s✉r❢❛❝✐q✉❡
②❛♠s ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ét❛✐❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✳ ▲❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❋r❡❡❋❡♠✸❞ s♦♥t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s r♦❜✉st❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
r❡tr♦✉✈és ❞❡✈❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ét❛♥t très
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s q✉❛s✐✲❞é❣é♥éré❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ✓tr♦✉s✔ q✉✐✱ ❧♦rsq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧❛♥s✱ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝♦♠❜❧❡r✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱
❧❛ s❡✉❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧❛ ♠❛✐♥ ♣♦✉r r❛❥♦✉t❡r ❧❡s
tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛♥q✉❛♥ts✳
✹✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ✐❧ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
♠ê♠❡ s✬✐❧ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ré❣✉❧✐❡r✳ ❯♥ t❡❧
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s❛♥s ❛✛r♦♥t❡r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ✉♥ ❝✉❜❡ ✐♥t❡rs❡❝té ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❀ ❡♥ ❜❛s ✿ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s✳ ❆
❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝✉❜❡ tr✐❛♥❣✉❧é ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛ ♠♦❞✐✜é ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ♠ê♠❡
❝✉❜❡ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ③♦♥❡s C0✳
✹✳✸✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✾✶
❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ②❛♠s✳
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ②❛♠s ❬❋r❡✵✶❪ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s❝è♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ♥♦tr❡ ❣é♦♠étr✐❡
♠❛✐s ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ✭✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st
❝réé❡✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré ✿ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ✐s♦tr♦♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦②❡♥♥❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝ré❡r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♠❛✐❧❧❡✉r ❣❤s✸❞ ❬●❡♦✵✷❪ ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛è❞r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❙❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s✉r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❡♠✐♥é❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✭❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❞é❝r✐r❡
❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❈❙● ✿ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t é♥✉♠éré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳
P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t ❧❛ s❝è♥❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❋r❡❡❋❡♠✸❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡❧❧❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❛✐t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ♥♦✉s ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣é♦♠étr✐❡✳ ❈❡tt❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❯♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❚❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
♣✉✐s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥éré ❛✈❡❝ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ②❛♠s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♠✐❧✐❡✉ ❡t
❞r♦✐t✮✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❋r❡❡❋❡♠✸❞✱ q✉❡❧q✉❡s tr♦✉s ♦♥t été ❣é♥érés✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ét❛✐t ❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r à ❧❛ ♠❛✐♥✳
✹✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✾✸
❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡✳
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✴✴❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥❡❡
♣❧❛♥❡ ④ ❁✲✶✱✵✱ ✵❃✱ ✵
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✸✶✱ ✵✳✱ ✵✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✶✱✵✱ ✵❃✱ ✸✳✼
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✸✶✱ ✵✳✸✶✱ ✵✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④ ❁✵✱ ✲✶✱ ✵❃✱ ✵
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✸✶✱ ✵✳✱ ✵✳✸✶❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④ ❁✵✱ ✶✱ ✵❃✱ ✹✳✸
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✸✷✱ ✵✳✱ ✵✳✸✶❃⑥⑥
✴✴♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥❡❡
❝②❧✐♥❞❡r ④❁✲✷✱ ✷✳✶✺✱ ✾❃✱ ❁✾✱ ✷✳✶✺✱ ✾❃✱ ✹
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✸✱ ✵✳✱ ✵✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✲✶✱✵✱ ✵❃✱ ✶✳✺
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✱ ✵✳✼✱ ✵✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱✵✱ ✲✶❃✱ ✲✺
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✱ ✶✳✱ ✵✳❃⑥⑥
✴✴♣♦✉r q✉❡ ✧tr♦♥q✉❡r✧ ❧❡s ♣❧❛♥s ✈❡rt✐❝❛✉①
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱✵✱ ✶❃✱ ✾
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✱ ✵✳✾✱ ✵✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱✲✶✱ ✵❃✱ ✶✳✽✺
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✱ ✵✳✱ ✶✳❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④ ❁✵✱✶✱ ✵❃✱ ✻✳✶✺
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✱ ✵✳✱ ✵✳✾❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱ ✵✱ ✲✶❃✱ ✵
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✶✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
✴✴♣❧❛❢♦♥❞
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱ ✵✱ ✶❃✱ ✶✽
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✾✶✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
✴✴❜❛s ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥❡❡
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱ ✵✱ ✲✶❃✱ ✲✶✳✻
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✽✺✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱ ✵✱ ✶❃✱ ✺✳✷
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✽✷✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
❝②❧✐♥❞❡r ④❁✶✳✸✺✱ ✷✳✶✺✱ ✲✷✳❃✱ ❁✶✳✸✺✱ ✷✳✶✺✱ ✻✳❃✱ ✶✳✸✵
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✹✱ ✵✳✱ ✵✳❃⑥⑥
✴✴❝♦♥t❡♥❡✉r
♣❧❛♥❡ ④ ❁✵✱ ✵✱ ✲✶❃✱ ✲✷✳✶
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✶✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
♣❧❛♥❡ ④❁✵✱ ✵✱ ✶❃✱ ✹✳✼
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✾✷✱ ✵✱ ✵❃⑥⑥
❝②❧✐♥❞❡r ④❁✶✳✸✺✱ ✷✳✶✺✱ ✲✷✳❃✱ ❁✶✳✸✺✱ ✷✳✶✺✱ ✻✳❃✱ ✵✳✽
♣✐❣♠❡♥t ④❝♦❧♦r r❣❜ ❁✵✳✾✱ ✵✳✱ ✵✳❃⑥⑥
❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ▲✐st❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳
✹✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✾✺
❞♦♠❛✐♥ ❖♠❡❣❛ ❂ ❞♦♠❛✐♥✭❙✱✭✭✭✭✭✭
✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✸✱✵✱✵❃✮ ♦r
✭✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✱✶✱✵✳❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✱✵✱✶✳❃✮
❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✱✵✱✵✳✾❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✱✵✳✾✱✵❃✮✮✮
❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✱✵✳✼✱✵❃✮✮ ♦r
✭✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✸✶✱✵✱✵✳❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✸✶✱✵✱✵✳✸✶❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✸✷✱✵✱✵✳✸✶❃✮✮✮✮✮
✴✴s♦❧
❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✶✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✾✶✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✸✶✱✵✳✸✶✱✵✳❃✮✮
✴✴♣✉✐t
❛♥❞ ♥♦t✭
✴✴♣✉✐t ❡①t❡r✐❡✉r
✭✭ ✐♥s✐❞❡ ✭❁✵✳✽✷✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ ✭❁✵✳✽✺✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ ✭❁✵✳✹✱✵✱✵❃✮✮✮
❛♥❞
✴✴❝②❧ ✐♥t
♥♦t✭✐♥s✐❞❡ ✭❁✵✳✾✷✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ ✭❁✵✳✶✱✵✱✵❃✮ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡✭❁✵✳✾✱✵✱✵❃✮✮✮✮❀
❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣♦✉r ❋r❡❡❋❡♠✸❞✳
❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❋r❡❡❋❊▼✸❞✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ③♦♦♠ ❞❛♥s ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐ss✉❡ ❞❡ ❋r❡❡❋❊▼✸❞✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡❧s t②♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✮
❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✷ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛ér♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✉
r❡♠❛✐❧❧❡✉r ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s s❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ❘❆❚P ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❞és❡♥❢✉♠❛❣❡ ❞✉ ♠étr♦ ♣❛r✐s✐❡♥✱ ❧❛ ❘❆❚P ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈r❛❣❡
❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✿ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❊♥❡r❣✐❡ ❆t♦♠✐q✉❡
✭❈❊❆✮ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s✐t❡ t❡st ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s
❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❊t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✉❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ✭❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✮ ❞❛♥s
✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡✉❜❧é❡✳
✺✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠étr♦
✺✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❆❚P✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠étr♦ ♣❛r✐s✐❡♥✱ ❧❛ ❘❆❚P ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ✓◗✉❛✐ ❞❡s ❈é❧❡st✐♥s✔✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ét❛✐t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣✐st♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✐♥s s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ✈❡♥t✐❧❛t❡✉r ✿ ❧♦rs ❞❡
s♦♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s t✉♥♥❡❧s✱ ❧❡s r❛♠❡s ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❡s ♠❛ss❡s ❞✬❛✐r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡
♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡✳
▲✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ✓◗✉❛✐ ❞❡s ❈é❧❡st✐♥s✔ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ 14 ❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s ✓●❛r❡
❞❡ ▲②♦♥✔ ❡t ✓❈❤ât❡❧❡t✔ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❡t ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s ✢✉① ❞✬❛✐r ❣é♥érés ❧♦rs ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ r❛♠❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ✈❡♥t✐❧❛t❡✉r✳ ❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ✐❝✐ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr♦♥ç♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ✓◗✉❛✐
❞❡ ●è✈r❡s✔ ❡t ✓❆rs❡♥❛❧✔✳ ▲✬♦✉✈r❛❣❡ ◗✉❛✐ ❞❡s ❈é❧❡st✐♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ❞♦♥t
❧❡ ❞é❜✐t ♥♦♠✐♥❛❧ ❡st 60 m3.s−1✳ ▲❡s ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❢♦rt ❛✈❡❝ ✉♥
❞é❜✐t ❞❡ 40 ♦✉ 60 m3.s−1✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧♦r✐❡s ✐♥❞✉✐t❡s
♣❛r ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐♥s ✭❢r❡✐♥❛❣❡✱ ❞é❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❞✉ à ❧❛ tr❛❝t✐♦♥ ♣♥❡✉✳✳✳✮✳
✾✼
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ✓◗✉❛✐ ❞❡s ❈é❧❡st✐♥s✔✳
▲✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮ ✿ ❧❡ t✉♥♥❡❧ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ tr❛✐♥ ❝✐r❝✉❧❡♥t✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✓❝♦✉❧♦✐r✔ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ❡t ❧❡ t✉♥♥❡❧✱ ❡t ❞❡✉① ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛ été ❢❛✐t❡
❛✈❡❝ ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ✭❝❢ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❋r❡❡❋❡♠✸❞ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✿ à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❘❆❚P ❀ à ❞r♦✐t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
✸❞ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✺✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❧❡s ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
✐❧s ❛s♣✐r❡♥t ❧✬❛✐r ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬♦✉✈r❛❣❡✳ ▲❡ ✈❡♥t✐❧❛t❡✉r ❛ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ 2, 6 m ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ❞❡
✺✳✶✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❡♥t✐❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠étr♦ ✾✾
60 m3.s−1✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛✈❡❝
✉♥ ✈✐t❡ss❡ ✐♠♣♦sé❡ ❞❡ 11, 3 m.s−1✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥❡ r❛♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 70 km.h−1✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ r❛♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ 19 m.s−1✳ ❆ ❧✬❛✉tr❡ ❜♦✉t ❞✉ t✉♥♥❡❧✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡st ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❧❡s ♠✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ✈✐sq✉❡✉s❡s✳ ▲❡ t✉♥♥❡❧
♠❡s✉r❡ 33 m ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t 5, 3 m ❞❡ ❤❛✉t✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ✉♥ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭❧❡s ♣❛r❛♠èr❡s ❧✐és à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✮✳
❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡st ❛s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡♥t✐❧❛t❡✉rs ❡t q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡♥t✐❧❛t❡✉r ♣r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✬❛✐r q✉❡
❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦tr❡ ❝♦♥t❛❝t à ❧❛ ❘❆❚P ❛ ❝♦♥❝❧✉ q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♠❡s✉r❡s ❢❛✐t❡s✳
❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
✺✳✶✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
P♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❤②s✐q✉❡
ét❛✐t ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳
▲❡ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ❛ été ✜①é à 0, 02✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ✭hmin✮ ❞❡
0, 12 ♠ètr❡ ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ✭hmax✮ ❞❡ 2 ♠ètr❡s✳ P♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳ ❆✜♥
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛ss❡③ ✜♥ ❛ été ❝♦♥str✉✐t✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮ ❝♦♥t✐❡♥t 39 173 ♥÷✉❞s
❡t 202 676 tétr❛è❞r❡s✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t 70 800 ♣♦✐♥ts✱ ✐❧
❢❛✉t 3 ♠✐♥✉t❡s✳ 15 ♠✐♥✉t❡s s✉r 5 ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
❞❡ t❡♠♣s ♣❤②s✐q✉❡✳
❉❡s ❝♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❙✉r ❝❡s
✐♠❛❣❡s✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❉❛♥s ❧❡ t✉♥♥❡❧✱ ❧✬❛✐r ❝✐r❝✉❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ r❛✣♥é ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ♣ré❝✐s❡✳ ❙❡✉❧ ❧❡s
❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❛✐❧❧é❡s ✜♥❡♠❡♥t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ♣❛r♦✐s
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✉ t✉♥♥❡❧✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ③♦♥❡s✱ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝♦♥str✉✐ts ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ét✐rés
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s très é❧❡✈és✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛✐r s✬é❝♦✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s
♠✉rs ✿ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ▲❡s
✐♥❞✐❝❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t t♦✉s s✉♣ér✐❡✉rs à 0, 76 ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❝♦♥str✉✐ts s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✭✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s tétr❛è❞r❡s ♦♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✮✳
np ne ❈P❯ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ τ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
✐♥✐t✐❛❧ ✸✾ ✶✼✸ ✷✵✷ ✻✼✻
✺❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✼✹ ✻✵✹ ✹✵✾ ✾✻✻ ✼✵✽ ✵✱✼✽✼✹ ✾✼✱✷✶
✷✺❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✺✷ ✹✻✷ ✽✼✸ ✾✵✷ ✶✼✽✾ ✵✱✽✵✶✹ ✾✽✱✸✸
❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠étr♦✳
❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
✺✳✷ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s
✺✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❈❊❆✮ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s✐t❡ t❡st ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s ✐❝✐ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐té ❞❡s ❞é❝❤❡ts st♦❝❦és ♠❛✐s ❛✉ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ t❛✉①
❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞û à ❧❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐é✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ✉♥ ❤❛❧❧ ♦✉✈❡rt ❡♥ ❤❛✉t ❛✈❡❝ ✉♥❡
❡♥tré❡ ❞✬❛✐r s✉r ❧❡ ❜❛s ❀ ❧✬❛✐r ❢r♦✐❞ ❝✐r❝✉❧❡ t♦✉t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts ❡t ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐t✳ ❊♥
♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧✬❛✐r ❝❤❛✉❞ ❞♦✐t ❝✐r❝✉❧❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥é❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❤❛❧❧ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❛✐r ❡st s♦✉✤é ♣❛r ✉♥ ✈❡♥t✐❧❛t❡✉r✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❡t✐t ❝②❧✐♥❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ▲❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ ♠❡s✉r❡ 16, 4m ❞❡ ❤❛✉t✱ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts
✺✳✷✳ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✶✵✶
❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭✐tér❛t✐♦♥
5 ❡t 25✮✳
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❩♦♦♠s ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
✭✐tér❛t✐♦♥ 25✮✳
✺✳✷✳ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✶✵✸
❛ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ 2, 6m ❡t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ 1, 5m✳ ▲❛ ❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳
❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳
✺✳✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
▲✬❛✐r ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❤❛❧❧ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ 2m.s−1✱ ♦♥
✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ ❡t ❧❡s ♠✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✈✐sq✉❡✉①✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❡st 18 000✳ ▲❡ ❝②❧✐♥❞r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s
❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ❞é❝❤❡ts ❡st ❡♥✈✐r♦♥ 500 ❞❡❣rés✮ ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞✬❛✐r ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞❡ ❢r❛î❝❤❡✉r ✭❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡①tér✐❡✉r s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ 20
❞❡❣rés✮✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s♦♥t ♣r❡s❝r✐t❡s s✉r ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ❝❤❡♠✐♥é❡
♠❡s✉r❛♥t 16, 4m ❞❡ ❤❛✉t✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 8 s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛✐r ❛tt❡✐❣♥❡ ❧❡ ❤❛✉t✳ ▲❡
✢✉① ❞✬❛✐r ❝❛❧❝✉❧é ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❛✉ t❡♠♣s t = 31 s❡❝♦♥❞❡s ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ♠♦♥tr❡
❧❡s ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ à t = 2, 11, ❡t 31 s❡❝♦♥❞❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❥✉st❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❝ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡
❧✬❛✐r ❢r♦✐❞ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞❡s ❞é❝❤❡ts✳
✺✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
P♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❤②s✐q✉❡ ét❛✐t
❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ P♦✉r
❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❡rr❡✉r ǫ = 0, 015 ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♠♣♦sé❡ ❡st hmin = 0, 11 ♠ètr❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ hmax = 1, 8
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à t = 31 s❡❝♦♥❞❡s✳
❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❡♠✐♥é❡ à t = 2, 11 ❡t 31 s❡❝♦♥❞❡s✳
✺✳✷✳ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✶✵✺
♠ètr❡s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❝♦♠♣♦rt❡ 54 183 s♦♠♠❡ts ❡t 293 862 t❡tr❛è❞r❡s✳ P♦✉r
❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r
❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝ré❡r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 8 ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 268 000
t❡tr❛è❞r❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦✐♥s ❞❡ 4 ♠✐♥✉t❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ t❡♠♣s
♣❤②s✐q✉❡ à ♣r✐s ❡♥✈✐r♦♥ 4 ❤❡✉r❡s ❡t 30 ♠✐♥✉t❡s s✉r 5 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
❙✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✶✱ ✺✳✶✷ ❡t ✺✳✶✸✱ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
3✱ 8 ❡t 31 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡
q✉✬❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✬❛❧❧♦♥❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲s②♠étr✐q✉❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣tés ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s 2✱ 8 ❡t 31✳ ❆✉
✈✉ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ✿ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 84 ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❡♥
❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣r❡s❝r✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡
q✉❛❧✐té ✭♣❧✉s ❞❡ ✾✽✪ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✮✳
❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
np ne ❈P❯ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ τ Q < 3 ✭❡♥ ✪✮
✐♥✐t✐❛❧ ✺✹ ✶✽✸ ✷✾✸ ✽✻✷
✷❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✹✵ ✾✽✺ ✷✷✺ ✷✺✼ ✶✵✾✱✽✵ ✵✱✽✹✻✶ ✾✽✱✾✺
✽❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✹✼✾✾✾ ✷✻✽ ✶✵✹ ✶✹✸✱✼✷ ✵✱✽✹✸✸ ✾✽✱✾✷
✸✶❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✹✶✺✻✻ ✷✷✾ ✶✺✵ ✶✸✵✱✼✸ ✵✱✽✹✸✽ ✾✽✱✼✼
❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t❡♠♣s
t = 2, 8 s❡❝♦♥❞❡s✳
✺✳✷✳ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✶✵✼
❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛ss♦❝✐é❡s à 31 s❡❝♦♥❞❡s✳
❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t❡♠♣s
t = 2, 8, 31 s❡❝♦♥❞❡s✳
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✺✳✸ ▲✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥
✺✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠❛✐s♦♥ ❝♦♠♣t❡ tr♦✐s
ét❛❣❡s ❡t ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡✉❜❧é❡✳ ▲❛ ♠❛✐s♦♥ ♠❡s✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥ 10m × 10m × 10m✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❋r❡❡❋❡♠✸❞ ♠❛✐s ré❝✉♣éré s✉r ■♥t❡r♥❡t ✭♣✉✐s ♠♦❞✐✜❡r
❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳✳✳✮✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✭t❛❜❧❡s✱
❝❤❛✐s❡s✱ ✳✳✳ ✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ✈✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐s♦♥✳
❋✐❣✳ ✺✳✶✹ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✺✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
P♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ tr♦✐s ❡♥tré❡s ❞✬❛✐r ❢r♦✐❞ s✉r ✉♥ ♠✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ✭✉♥❡ ❡♥tré❡
♣❛r ét❛❣❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡st ❞♦♥❝ ♣r❡s❝r✐t❡s s✉r ❝❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❉✐①
s♦rt✐❡s ❞✬❛✐r s♦♥t ♣r❡s❝r✐t❡s ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡
s✬✐♥st❛❧❧❡r✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♠✉rs ❡t ❧❡s ♠❡✉❜❧❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡st 2m.s−1✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t
✺✳✸✳ ▲✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✶✵✾
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ❡t ❞❡s ✐s♦s✉r❢❛❝❡s à ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s s♦♥t
♠♦♥tré❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✳
✺✳✸✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
P♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été ❛❞❛♣té à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬❡♥✈✐r♦♥ 2 s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ t❡♠♣s
♣❤②s✐q✉❡ ét❛✐❡♥t é❝♦✉❧é❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ 0, 015✱ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠❛❧❡✮ ❞❡
0, 15 ♠ètr❡ ✭r❡s♣✳ 1, 7 ♠ètr❡s✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐s♦tr♦♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
1 915 548 é❧é♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉① s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❤②s✐q✉❡✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉✱ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥
13 ❡♥✈✐r♦♥ 15 ❤❡✉r❡s✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❡t ✺✳✶✾ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❝réés ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ✶ ❡t ✶✸✳
❈♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧✬❛✐r s✬é❝♦✉❧❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ été r❛✣♥é✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣✐è❝❡s ♦ù ❧✬❛✐r ♥❡ ❝✐r❝✉❧❡ ♣❛s✱ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❝réés s♦♥t
❞❡ t❛✐❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ♦ù ❧✬❛✐r s✬é❝♦✉❧❡✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s 1✱
5 ❡t 13✳ ❆ t♦✉t❡s ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡
♣r❡s❝r✐t❡ ✿ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té s♦♥t t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉rs à 0, 82✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ✿ ♣❧✉s ❞❡ 92% ❞❡ tétr❛è❞r❡s ♦♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✳
np ne ❈P❯ ✭❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮ τ Q < 3 ✭❡♥ %✮
✐♥✐t✐❛❧ ✸✺✶ ✹✹✶ ✶ ✾✶✺ ✺✹✽
✶❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✺✷ ✻✷✶ ✻✾✽ ✵✺✶ ✻✺✺ ✵✱✽✷✼✼ ✾✷✱✶✸
✺❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✶✼✻ ✼✽✻ ✽✸✽ ✸✻✸ ✺✻✶ ✵✱✽✸✶✸ ✾✺✱✷✽
✶✸❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✷✵✷ ✼✹✶ ✾✾✵ ✼✵✵ ✻✻✶ ✵✱✽✹✸✽ ✾✻✱✾✷
❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✐s♦♥✳
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✕ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à t = 26 s.✳
✺✳✸✳ ▲✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✶✶✶
❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ✕ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭ à t = 2✱ 10✱ 26 s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✺✳✸✳ ▲✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✶✶✸
❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭à t = 2 ❡t t = 26 s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ✕ ❈♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭à t = 2 ❡t t = 26 s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✺✳✸✳ ▲✬❛ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐s♦♥ ✶✶✺
❋✐❣✳ ✺✳✷✵ ✕ ❆❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭à t = 2 ❡t t = 26
s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✸❞
❡t s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛ér♦t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ét❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s
❞❡ ✢✉① ❞✬❛✐r ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡♥
✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❛✉t❛♥t q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡
❈❙● ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
●râ❝❡ à ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝réé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❡✉r ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❡t ❝♦✉♣❧é❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱
♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ été ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭r❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✮ ❡t ❞❡ ❧❡s ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▲❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦✲
tr♦♣❡ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡
ré♣♦♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s t❡stés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡♥❝♦r❡
à ❛♠é❧✐♦r❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ r❡st❡♥t
♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦♥ rés♦❧✉s ❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿
✕ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡rr❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱
✕ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très é❧❡✈és ❡t
❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥téréss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❧✐ss❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r
✶✶✼
✶✶✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
♣rés❡r✈❡r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✱
✕ ❧❡ r❡♠❛✐❧❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛❞❛♣té✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♣❡✉t êtr❡ ♣é✲
♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱
✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t✉r❜✉❧❡♥t❡s✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱
✕ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡st ♣r♦♣✐❝❡ à ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❝❡❝✐ ♣❡r✲
♠❡ttr❛✐t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t
✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é à ❛❞❛♣t❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✬♦❜❥❡ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❝❡❝✐✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆▲❊✳
❆♥♥❡①❡ ❆
❊♣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✬❤ô♣✐t❛❧
❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝♦♥t❛❝té ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❆✐r■♥❙♣❛❝❡ ❙❆❙✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥str✉✐t✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ✈✐s❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ér♦♣♦rté❡✳ ❈❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❤ô♣✐t❛✉① ✭❜❧♦❝s ♦♣ér❛t♦✐r❡s✱ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ♣♥❡✉♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡s ❣r❛♥❞s
❜rû❧és✱ ré❛♥✐♠❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮✳
◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r ❞❛♥s ✉♥❡
♣✐è❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡t ❛♣♣❛r❡✐❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛s♣✐r❡ ❧✬❛✐r ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❜❛s✱ ❧❡ tr❛✐t❡ ❡t ❧❡ r❡♥✈♦✐❡
❛ss❛✐♥✐ ❞❛♥s ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳
✶✶✾
✶✷✵ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❊♣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✬❤ô♣✐t❛❧
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❊♣✉r❛t❡✉r ❞✬❛✐r
❈❡❝✐❧❡ ❉♦❜r③②♥s❦✐
❝❡❝✐❧❡✳❞♦❜r③②♥s❦✐❅✐♥r✐❛✳❢r
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ❧✐t✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡s s♦♥t 5m × 3m × 2.5m✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡
à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ α ✭✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬❛✐r✮ ♠❡s✉r❡ 41◦✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡s
❣é♦♠étr✐❡✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❛ été ✜①é à 675m3.s−1✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❞✬❡①♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❞❡ 0.878m.s−1 ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ 1.34m.s−1✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❘❡②♥♦❧❞s ✭1/ν✮ ❡st 1000✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
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❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✳ ❆✉ ●✐r❡❢✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠étr✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠étr✐q✉❡s✳
▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ s✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
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❝♦♥❢r♦♥té à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ ✜❝❤✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬❡✛❡❝✲
t✉❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ s♦♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❈✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✶✸✸
❈✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s
✶✳ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿
✕ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿
▲❡ s♦❧✈❡✉r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❬▼❡❞+✾✾❪ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥
❬❈❤♦✻✼❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❧❡ s❝❤é♠❛ P❙■✮✳
✕ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❜❛sé❡ ✐❝✐ s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ♠❛❥♦r❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬●✉✐+✵✷❪✳ ❈❡tt❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡
❝❛rt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡rr❡✉r
s❡r❛ éq✉✐ré♣❛rt✐❡ ❬❆❧❛+✵✸❜❪✳
✷✳ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿
✕ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♠✐①t❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ✭✈♦✐r ❋♦rt✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①
❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲❯ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐①t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝
■▲❯ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❬✽❪ ✳
✕ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐s❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞❡❣ré ❦ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❦✰✶✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✐t❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛♣♣r♦①✐♠♦♥s ❧✬❡rr❡✉r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♠é✲
tr✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❤❛✉t✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs✱
♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à ❇❡❧❤❛♠❛❞✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✱ ✸❪
❈✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❈✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t rés✉❧t❛ts s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉♣❡
❤♦r✐t♦♥③❛❧❡ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞✬❛✐r ❡♥ ❤❛✉t s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥❡
s♦rt✐❡ ❞✬❛✐r ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳ ▲✬❛✐r ✧r❡♥❝♦♥tr❡✧ ❞❡✉① ♦❜st❛❝❧❡s s✉r s♦♥ ♣❛ss❛❣❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷✱ ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❈✳✷✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❡s ❡ss❛✐s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❧❛
♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ❈✳✸ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✹✳
✶✸✹❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s
❋✐❣✳ ❈✳✶ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥t
❋✐❣✳ ❈✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s♦❧✈❡✉r
❞✉ ●✐r❡❢ ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ s♦❧✈❡✉r ❞✉ ▲❏▲▲✮
❈✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✶✸✺
❋✐❣✳ ❈✳✸ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭2652 ♣♦✐♥ts
✲ 4901 tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❤♠✐♥❂✵✳✵✵✶ ❤♠❛①❂✷
❈✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐t ❞❡s ❡ss❛✐s ❞✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳
✶✸✻❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s
❋✐❣✳ ❈✳✹ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠étr✐q✉❡ ✭2411 ♣♦✐♥ts ✲
4420 tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❤♠✐♥❂✵✳✵✶ ❤♠❛①❂✶
❈✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✶✸✼
❋✐❣✳ ❈✳✺ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭2494 ♣♦✐♥ts ✲ 4621 tr✐❛♥❣❧❡s✮
❋✐❣✳ ❈✳✻ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ♣❛r ✉♥❡♠ét❤♦❞❡ ♠étr✐q✉❡ ✭2790 ♣♦✐♥ts ✲ 5157 tr✐❛♥❣❧❡s✮
✶✸✽❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s
❈✳✸ ❘és✉❧t❛ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❈✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❝❛s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❞❛♥s ✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✉r ♥♦tr❡ ❣é♦♠étr✐❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❞✬❛✐r✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s à ❘❡②♥♦❧❞s 50 ✭✐❡ ♥♦♥ t✉r❜✉❧❡♥t✮✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✼ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ 4195 s♦♠♠❡ts ❡t 18676 tétr❛è❞r❡s✳
❋✐❣✳ ❈✳✼ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♣❡❛✉ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❝♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮
❈✳✸✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❊♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❛❞❛♣tés s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ 13532 s♦♠♠❡ts ❡t 70498 tétr❛è❞r❡s ♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ●✐r❡❢ ❡t 11778
s♦♠♠❡ts ❡t 62438 tétr❛è❞r❡s ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▲❏▲▲✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
❈✳✽ ❡t ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s tétr❛è❞r❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✾✳
❋✐❣✳ ❈✳✽ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♣❡❛✉ ✭à ❣❛✉❝❤❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ●✐r❡❢ ❀ à ❞r♦✐t❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ▲❏▲▲✮
❈✳✸✳ ❘és✉❧t❛ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✶✸✾
❋✐❣✳ ❈✳✾ ✕ ❈♦✉♣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ●✐r❡❢ ❀ à ❞r♦✐t❡
rés✉❧t❛t ❞✉ ▲❏▲▲✮
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t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❊rr♦r ✐♥ ✸❉✱ Pr♦❝✳ ❋✐❢t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❱✐❡♥♥❛✱
❆✉str✐❛✱ ❏✉❧②✳
❬✼❪ ●✳ ▼❡❞✐➣✱ ❇✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ◆❙■❑❊ ✿ ❆♥ ■♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❙♦❧✈❡r ❢♦r
❯♥str✉❝t✉r❡❞ ▼❡s❤❡s✱ ❘❚✲✸✻✹✹✱ ■◆❘■❆✲❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt✳
❬✽❪ ❨✳ ❙❛❛❞ ✭✶✾✾✻✮ ✱ ■t❡r❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙♣❛rs❡ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✱ P❲❙ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✳
✶✹✶
✶✹✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬❆❧❛✵✸❛❪ ❋✳ ❆❧❛✉③❡t✳ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
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❬❲❛r❪ ❆✳ ❲❛r❞❧❡②✳ ✓ P❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❱✐s✐♦♥✱ P❖❱✲❘❛② ✐♥ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♣♦✈r❛②✳♦r❣ ✔✳
❬❲❛t✽✶❪ ❉✳❋✳ ❲❛ts♦♥✳ ✓ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚❡ss❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s t♦ ❱♦r♦♥♦ï ♣♦❧②t♦♣❡s ✔✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✹✭✷✮ ✿✶✻✼✕✶✼✷✱ ✶✾✽✶✳
